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Uvod

Pri¢ujo¢i zapiski nastajajo v okviru predavanj pri predmetu Uvod
v odkrivanje znanj iz podatkov. Predmet izvajamo Ze dolgo, morda
Ze 20 let, in se je od svojega nastanka precej spreminjal. Njegovo ¢u-
dno ime izvira iz poimenovanja podro¢ja podatkovnih znanosti na
prelomu stoletja, ki je hotelo izpostaviti, da lahko iz industrijskih in
znanstvenih baz podatkov odkrijemo novo znanje in ga s pridom
uporabimo. Angleski izraz knowledge discovery in databases se je takrat
uporabljal vzporedno z izrazom data mining, podatkovno rudarje-
nje, morda tudi zato, da bi nadomestil takrat manj popularen izraz
strojno ucenje. Predmet strojno ucenje je bil na UL FRI sicer od nek-
daj, in zaradi Zelje po predmetu, ki bi se osredototil na razumevanje
podatkov, ni bilo drugega, kot privzeti malce druga¢no poimenova-
nje.

Predmet se je po vsebini z leti zelo spremenil. Sprva je bil izvajan
v prvem semestru tretjega letnika in je imel priloZnost sistemati¢nega
obravnavanja pristopov razloZzljivega strojnega uenja. Po prestavitvi
v drugi semester pa je tu moral zavzeti popolnoma drugacno vlogo,
saj so Studenti pri predhodnih predmetih slisali, sicer mnogokrat
precej na hitro, prakti¢no o vseh pristopih, ki se danes uporabljajo
v strojnem ucenju. Predmet zato krmilimo v dve smeri: poglobljeno
prakti¢no razumevanje podrocja, od samih osnov naprej, in poudarek
na tehnikah, ki osvetlijo podatke z razloZljivimi modeli, ki jih lahko
uporabniki pojasnijo in z njimi odkrijejo vzorce v podatkih ter morda
na ta nacin razloZijo procese, ki so podatke generirali.

Velik vpliv na sestavo predmeta imajo izobraZevalni videi Andreja
Karpathya, predvsem njegov pristop, kjer sicer kompleksne kon-
cepte razloZi z razvojem programov, iz nule, v Pythonu. Ta pristop
uporabljamo tudi pri predmetu, zato je v zapiskih veliko kode. Snov
podajamo tudi z ena¢bami in razlagami, a sledimo temu, da je prav
vse potem zapisano v programih. Znanje algoritmi¢nega razmisljanja
in zapisa postopkov v kodi je osnova racunalniskega inZenirstva.






Gradientni sestop, odvajanje in racunski graf

Vecina postopkov, ki jih bomo spoznali in uporabljali pri pred-
metu o “odkrivanje znanj iz podatkov” temelji na modernih pristopih
strojnega ucenja. Ta, poenostavljeno, gradi modele iz u¢nih podatkov
tako, da pri dolo¢eni podani strukturi modela iS¢e njegove parametre
tako, da pri tem zadovolji pogoje kriterijske funkcije, ki jo dolo¢imo
nad u¢nimi podatki. Zadovoljevanje pogojev tipi¢no pomeni mini-
mizacijo kriterijske funkcije in s tem uporabo optimizacijskih algorit-
mov. Iz zgrajenih modelov razpoznamo vzorce v podatkih in ¢e so ti
razumljivo zapisani ali pa jasno izrisani v nekem graficnem prikazu
lahko modele, in s tem podatke, interpretiramo in iz interpretacij
morda odkrijemo nova znanja.

Zgornji odstavek je zacetek prvega poglavja nekega predmeta
precej preobloZen. Do njegovega razumevanja se bomo morali Se
prebiti. A to ne bomo poceli v tem poglavju. Prejsnji odstavek smo
namrec zapisali samo zato, da uvedem pojem “kriterijske funkcije” in
namignemo, da za neko, lahko enostavno lahko pa zelo kompleksno
funkcijo, i8¢emo njen “minimum”. Tu se zaenkrat ustavimo in si vse
skupaj poglejmo na enostavnem primeru.

Primer

Zacnimo s preprosto funkcijo:

f(a) = a*> —10a + 28

Zelimo poiskali takéno vrednost parametra a, pri kateri ima ta funk-
cija najniZjo vrednost.

Analiti¢na reSitev. Ker je dana funkcija enostavna, kvadratna, lahko
njen minimum poiséemo analiti¢no. Funkcija bo imela ekstrem v
tocki, kjer je prvi odvod enak ni¢. Odvajamo naso funkcijo:

d
7 (a) =2a—10
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in njen odvod ena¢imo z nic:
2a—-10=10

Resimo za a:
a=>5

Vrednost funkcije v tej tocki je:
f(5) =5%—10(5) +28 =25—-50+28 =3

Torej funkcija doseze svoj minimum pri a = 5, kjer velja f(5) = 3.

Numeric¢na resitev. Pois¢imo to resitev $e numeri¢no. Postopek
iskanja minimuma bomo priceli pri neki izbrani vrednosti parametra
a, tam izra¢unali odvod funkcij, in vrednost parametra spremenili v
smeri negativnega odvoda, torej a povecali, ¢e bo odvod negativen,
ali pa 2 zmanjsali, ¢e bo odvod pozitiven.

Razmislimo: pri pozitivnem odvodu funkcije za izbrano vre-
dno parametra a se pri povecanju te vrednosti a vrednost funkcije
zve¢a. Odvod nam namre¢ pove v katero smer in kako hitro se vre-
dnost funkcije spremeni pri majhni spremembi parametra a. Zato, ¢e
iS¢emo minimum, moramo vrednost 4 zmanjsati. Odloc¢iti se moramo
seveda za koliko jo bomo zmanj$ali, a intuitivno je to prav gotovo
odvisno od velikosti odvoda: ¢e pri vrednosti a funkcija hitro nara-
S¢a, torej je odvod visok, lahko vrednost a popravimo za ve¢ kot v
primeru, ko je nara$¢anje zelo pocasno in smo morda Ze prav blizu
ekstrema funkcije. Podobno, samo z ravno nasprotnim predznakom,
lahko ravnamo ob negativnem odvodu, popravek parametra a pa
lahko zapiSemo z:

d
App1 = as — U%f(ﬂt)

Kjer je a;+q vrednost parametra po t-tem popravku in kjer je 7 ko-
rak popravka, v strojnem ucenju pa ga bomo imenovali tudi hitrost
ucenja. Meta parameter 7 torej dolo¢a, kako veliki bodo koraki pri
posodabljanju vrednosti parametra. Imenujemo ga meta ker je pa-
rameter nase numeri¢ne metode, s katero iS¢emo resitev, in torej ne
parameter funkcije, ki jo optimiziramo (tem parametrom pravimo
samo parameteri, brez predpone “meta”).

Vse skupaj seveda pri¢nemo pri neki zacetni vrednosti parametra,
ap. Na primer, za¢nimo z zacetno vrednostjo a9 = 6 in izberimo
hitrost u¢enja 7 = 0.1 ter poglejmo, kam vse skupaj vodi:

1. Izratunamo odvod funkcije pri ap = 6:

d
T f(6)=2(6) ~10=12-10=2
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in posodobimo vrednost parametra,

a1 =6—-01x2=6-02=58
2. Izra¢unamo odvod pri novi vrednosti parametra, a; = 5.8:
d
%f(S.S) =2(58)-10=11.6-10=1.6

in ponovno posodobimo njegovo vrednost,

ap =58—0.1x1.6=>58—0.16 = 5.64
3. Izra¢unamo gradient pri a, = 5.64:
%f(5.64) =2(5.64) —10 =11.28 —10 = 1.28

in posodobimo vrednost parametra g,

a3 =564 —0.1 x 1.28 = 5.64 — 0.128 = 5.512

Smo opazili, da se vrednost odvoda funkcije zmanjsuje, z njo pa
tudi zmanjsujejo spremembe parametra a? Postopek bi morali seveda
nadaljevati, in Ce je vse tako, kot smo si zamislili, bi se morala vre-
dnost parametra a pribliZati 5. Tam gre tudi odvod funkcije f(a) proti
ni¢ in z njo gredo proti ni¢ tudi vrednost popravkov parametra.

Cas je, da tovrstno iskanje minimuma funkcije implementiramo v
kodi:

def f(a):
return ax*x2 - 10xa + 28

def df(a):
return 2xa - 10

eta = 0.1
for _ in range(20):
grad = df(a)

a =a - eta x grad
print(f'a = {a:.6f}, f(a) = {f(a):.6f}")

Pomagali smo si z analiticnim odvodom funkcije, in ga zapisali v
funkciji df. Ko program poZenemo, se ta hitro pribliza pravi resitvi:

5.800000, f(a) 3.640000
5.640000, f(a) 3.409600
a = 5.512000, f(a) = 3.262144

3.000208
3.000133

5.014412, f(a)
5.011529, f(a)

9



10 UVOD V ODKRIVANJE ZNAN]J IZ PODATKOV

Namesto analiti¢nega zapisa odvoda funkcije lahko tega izracu-
namo tudi numeri¢no z metodo kon¢nih diferenc, kot smo to storili v
spodnji funkciji.

def df(a, h=0.0001):
return (f(a + h) - f(a)) / h

Tipi¢no je uporaba analiti¢no izra¢unanega odvoda oziroma gradi-
entov hitrejSa in bolj to¢na ter ni odvisna od uporabe parametra h,
katerega vrednost bi morali Se dolociti (zgoraj smo sicer izbrali pri-
vzeto vrednost 0.0001) in ki dejansko vpliva na to¢nost rezultatov.
Zato se bomo od tu dalje delali z analiti¢no izra¢unanimi odvodi!

Poskusi saAM: KORAK PRI KONCNIH DIFERENCAH.

Za funkcijo

f(a) = a®> —10a+28
izratunaj odvod v tocki a = 6 z metodo koné¢nih diferenc. Preizkusi vre-
dnosti 1 = 1071,1072,10~%,10~8 in rezultate primerjaj z analiti¢nim od-
vodom. Opisi, pri katerih vrednostih / je ocena najboljsa in kdaj se za¢nejo
pojavljati numeri¢ne teZave.

Gradientni sestop

Preden nadaljujemo z (analiti¢nim) odvajanjem samo zabeleZimo in
poimenujmo: postopek, ki smo ga zgoraj uporabili za izra¢un mi-
nimuma dane funkcije, se imenuje gradientni sestop. Ta v vsakem
koraku oceni, kako strma je funkcija pri dani vrednosti parametra
in nato njegovo vrednost popravi v smeri negativnega odvoda. Po-
membno je izbrati ustreen korak popravka 7. Ce je prevelika, se nam
lahko zgodi, da bomo minimum “presko¢ili”, ¢e je premajhna, bo
postopek zelo pocasen.

Da lahko izvedemo gradientni sestop, moramo poznati odvod
funkcije po danem parametru. V primeru enega parametra je gradi-
ent enak navadnemu odvodu, v primeru ve¢parametrske funkcije pa
moramo poznati odvode po vseh parametrih. Vektorju teh odvodov
pravimo gradient in ga ozna¢imo z V£ (0), Kjer je 0 vektor parame-
trov:

_(of of  af\T

Tudi gradient funkcije lahko dolo¢imo analiti¢no ali numeri¢no z
metodo konénih diferenc, a bomo, zaradi enakih razlogov kot pri od-
vajanju, tudi tu uorabili analiti¢no reSitev. Ker je ro¢no odvajanje za
kompleksne funkcije (beri: kompleksne modele), kot so na primer ne-
vronske mreZe, zamudno, se moramo zateci k boljsi resitvi: uporabi



GRADIENTNI SESTOP, ODVAJAN]JE IN RACUNSKI GRAF

programa za odvajanje. Program za strojno odvajanje bomo razvili v
naslednjem poglavju, tu pa si poglejmo, kako se problema strojnega
odvajanja sploh lotimo, najprej torej ro¢no.

Poskust saM: GRADIENTNI SPUST.

Obravnavaj funkcijo

flx)=x*—3x3 +2.
Napisi program, ki z metodo gradientnega spusta poisce lokalni minimum
funkcije na intervalu [0, 3]. Odvod izra¢unaj numeri¢no s kon¢nimi dife-
rencami.

Racunski graf

Zacnimo s primerom in z enostavno funkcijo stirih parametrov:

L(a,b,c,d) = (ab+c)d

Za to funkcijo bi radi izracunali gradient pri vrednostih njenih
parametrova = 2,b = —-3,c =10,d = —2. Zeleli bi torej izratunati
sledece parcialne odvode:

oL oL aL oL
9a’ ob’ oc’ ad’
Z drugimi besedami, Zeleli bi izra¢unati gradient funkcije pri danih
vrednosti parametrov:

oL oL oL oL
L= = =
v <Ba'8b'ac'8d>
Najprej si skusajmo olajsati nase rac¢unanje odvodov tako, da funk-
cijo razstavimo in zapiSemo z vpeljavo vmesnih spremenljivk, katerih
vrednost izratunamo z neko osnovno operacijo (mnoZenje ali seSteva-
nje):

e=ab
f=e+c
L=fd

Tako zapisano funkcijo lahko sedaj ponazorimo grafi¢no s spo-
dnjim racunskim grafom. V grafi¢no predstavitev smo zapisali tudi
(trenutno) vrednost vseh izvedenih spremenljivk, to je spremenljivk e
in f.

Lotimo se odvajanj. Opazimo, da je nasa funkcija L neposredno
odvisna od spremenljivk d in f, zato je najlazje zaceti z odvajanjem
po teh spremenljivkah. Najprej za spremenljivko d. Zanima nas torej,
kako se spremeni vrednost funkcije L, ¢e spremenimo vrednost d-ja:

11
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o
b: -3.0 f: 4.0
O

e:-6.0

a:2.0

OL _ i fd+W —fd _ fdtfh—fd _ fh_
od h—0 h h—0 h h—0 h

f

Ker je vrednost f = 4, je torej gradient funkcije L po spremenljivi (ali
parametru) d torej enak:

oL
=14

Na podoben nacin izrac¢unajma Se odvod funkcije L po spremen-
ljivki f:

a—L:hm (f+1)d = fd :limfd+hd_fd :lim@ =d
af h—0 h h—0 h h—0 h
Ker vemo, da je d = —2, je torej odvod po spremenljivki f enak:
oL
_— = — —2
of d
Za izra¢un odvoda po parametru ¢ rabimo poseci po veriznem
pravilu:
oL _aLos
dc  9df oc
Kjer je % enak:
of _dletc) lim (etc+h)—(e+c) lim etcth—e—c _ limk _q
dc dc h—0 h h—0 h h—0 h
Ker smo Ze izracunali g—L =d = -2, je torej:
oL
—=dx1l=-2
oc x

Podobno izra¢unamo parcialni odvod po spremenljivki e, ki bo
prav tako enak -2. Ostane name $e izracun parcialnih odvodov po
spremenljivkah a in b. Za¢nimo s spremenljivko a:

oL _atLae
da e da

c: 100 :@—»
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Odvod 2 oznamo, enak je -2, 9 13 izratunajmo:
de p ] Ja p ]

de _ d(ab) _ lim (a+h)b—ab lim ab+hb—ab lim@ _ b

da  da -0 h  h0 h b0 b

Kerjeb = —3in g—g = —2,je ‘3—2 torej enak 6. Podobno bi lahko
izra¢unali Se, da je g—[;; = —4.

Poskusi sAM: GRADIENT S KONCNIMI DIFERENCAMI.

Za funkcijo
L(a,b,c,d) = (ab+c)d

in vrednosti a = 2, b = —3, ¢ = 10, d = —2 napisi program, ki z metodo
konénih diferenc oceni vse §tiri parcialne odvode. Rezultate primerjaj z ana-
liticnim gradientom VL = (6, —4, —2,4) in kratko opisi, kako se nume-
ri¢ne ocene razlikujejo od analiti¢nih vrednosti.

Zgornje ra¢unanje “na roke” je malce zamudno in pisci tega be-
sedila vedo, da imajo opravka z bralci, ki vse to dobro razumejo in
znajo. A smu to samo Zeleli izpostaviti, da nam pri ra¢unanju parci-
alnih odvodov lahko mo¢no koristi, ¢e funkcijo, ne glede na to, kako
kompleksna je, ponazorimo z ra¢unskim grafom, ki tipi¢no uporablja
neke osnovne in enostavno odvedljive operacije, ter odvode potem
ra¢unamo vzvratno z veriZznim pravilom.

Spoznali smo tudi, da ko imamo v racunskih grafih opravka z vso-
tami, “skopiramo” vrednost odvoda od starSev vozlis¢a, pri mnoze-
nju pa ta odvod pomnozimo Se z vrednostjo sosednjega (sestrskega)
vozlis¢a. Paziti sicer moramo pri funkcijah, kjer je starSev dolocenega
vozlis¢a vec: tam bomo morali vplive na starSe vozlis¢a priStevati.
Vse to, torej postopek odvajanja z uporabo racunskega grafa, pa nam
bo zelo prav priSel v naslednjem poglavju, ko bomo sestavljali kodo
za strojno odvajanje.






Strojno odvajanje

V prej$njem poglavju smo videli, da nam pri odvajanju funkcij
koristi, ¢e jih zapiSemo v obliki ra¢unskega grafa in se nato pri od-
vajanju po grafu sprehodimo od konca proti za¢etku. Ta vzvratni
»sprehod« (angl. back-propagation) ustreza veriznemu pravilu odvaja-
nja, pri ¢emer si vse vmesne rezultate zapomnimo in jih izra¢unamo

natanko enkrat. Pri razvoju postopka in kode za strojno
odvajanje smo se mo¢no zgledovali

Na osnovi tega vzvratnega sprehoda bomo zgradili algoritem s ) _
po izjemnem predavanju Andreja

oziroma implementirali kodo za strojno odvajanje. Pri¢eli bomo pri Karpathyja The spelled-out intro to neural
njegovem okostju — ra¢unskem grafu. Najprej bomo implementi- networks and backpropagation: building
micrograd.

rali vozliS¢e grafa, mu dodali podatke o njegovih predhodnikih ter
preverili, ali lahko racunski graf uporabimo za izra¢un funkcijskih
vrednosti (angl. forward computation). Ko bomo s tem zadovoljni,
bomo implementirali Se izra¢un gradientov. Postopek bomo razvijali
postopoma in ga zakljucili z demonstracijo uporabnosti.

Vozlis¢a v racunskem grafu

Cas je, da za strojno odvajanje spisemo tudi kodo, in sicer v program-
skem jeziku Python. Za¢nimo s predstavitvijo vozlis¢a v ra¢unskem
grafu, ki ga implementiramo z razredom Value, saj bo ta hranil vre-
dnost neke spremenljivke:

class Value:
def __init__(self, data):
self.data = data

def __repr__(self):
return f"Value({self.data})"

Vozlis¢e tako hrani podatek data in zna svojo vrednost tudi smi-
selno izpisati. Uporaba razreda je preprosta:

>>> a = Value(2.0)
>>> a
Value(2.0)
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Racunski graf

Nad vozlis¢i oziroma spremenljivkami, ki jih vozlis¢a predstavljajo, bi
radi izvajali ra¢unske operacije. Na primer, Zeleli bi, da razred Value
podpira naslednjo uporabo:

>>> a = Value(2.0)
>>> b = Value(-3.0)
>>e=a+b
>>> g =e *x b

Razred za vozlis¢e v ratunskem grafu zato razsirimo z implemen-
tacijo vsote in produkta. Ker gradimo graf, bomo povezave v njem
hranili tako, da si bo vozlis¢e zapomnilo svoje predhodnike. Za na-
mene izrisa grafa bomo shranili tudi oznako matemati¢ne operacije
in ime spremenljivke, ki jo hrani vozli¢e. Opozorimo, da teh oznak
in imen v resnih aplikacijah strojnega ucenja (na primer v nevron-
skih mreZah) praviloma ne potrebujemo; pri spoznavanju strojnega
odvajanja pa ta funkcionalnost ne skodi.

class Value:
def __init__(self, data, _children=(), _op="", label=""):
self.data = data
self.label = label
self._prev = set(_children)
self._op = _op

def __repr__(self):
return f"Value({self.label}: {self.data})"

def __add__(self, other):
out = Value(self.data + other.data, (self, other), '+’)
return out

def __mul__(self, other):
out = Value(self.data * other.data, (self, other), 'x")
return out

Zgradimo racunski graf za enostavno funkcijo, ki smo jo spozna-
vali v prej$njem poglavju:

a = Value(2.0, label='a’)
b = Value(-3.0, label='b")
c = Value(10.0, label='c")
d = Value(-2.0, label='d")
e=ax*xb

e.label = 'e’

f=e+c



f.label = 'f’
L=Ff=xd
L.label = 'L’

Preverimo delovanje:

>>> L

Value(L: -8.0)

>>> L._prev

{value(d: -2.0), Value(f: 4.0)}

Dela!

Poskust saM: OPERACIJA tanh.

V razred Value dodaj metodo tanh, ki na enak nacin kot __add__ in __mul_-
_ ustvari novo vozli§¢e z vrednostjo tanh(self.data), si zapomni predho-
dnika in oznako operacije. Nato zgradi graf za izraz (a + b).tanh() * c
zvrednostmia = 1.0,b = 0.5, ¢ = 2.0, izpisi kon¢no vrednost in pre-
veri, da ima izhodno vozlis¢e pravilne predhodnike v _prev.

Izris racunskega grafa

Racunski graf bi bilo smiselno tudi izrisati. Za to bomo uporabili
knjiZznico graphviz, odprtokodno orodje za risanje grafov, ki je pose-
bej primerno za izris usmerjenih in neusmerjenih grafov, kjer vozlis¢a
in povezave predstavljajo podatke ali odnose. Graphviz za opis grafa
uporablja jezik DOT, preprost tekstovni zapis za opis vozlis¢ in pove-
zav. V Pythonu ta opis nadomestimo s funkcijskimi klici.

Za zaletek si oglejmo enostaven primer uporabe:

import graphviz

from IPython.display import display
dot = graphviz.Digraph()
dot.node('A’")
dot.node('B")
dot.edge(’'A’, 'B’")
dot.node(’'C")
dot.edge(’'C’, 'B")
dot.node('D")
dot.edge(’'B’, 'D")
display(dot)

Koda za izris nasega ratunskega grafa je nekoliko kompleksnejsa
(tudi tu sledimo pristopu Andreja Karpathyja). Posebej pomembna je
funkcija trace, ki se rekurzivno sprehodi po grafu, zbere vozlis¢a in
povezave ter jih topolosko uredi. Ta ureditev nam bo kasneje koristila
tudi pri ra¢unanju gradientov.

STROJNO ODVAJANJE

Graphviz sta razvila Stephen North
in Ellie Gansner v AT&T Labs — Rese-

17

arch v zadetku devetdesetih let (1991).

Projekt je nastal kot del raziskav na
podrogju vizualizacije grafov in av-
tomatskega risanja diagramov ter je
bil kasneje objavljen kot odprtokodni
projekt.
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def trace(root):
nodes, edges = set(), set()
def build(v):
if v not in nodes:
nodes.add(v)
for child in v._prev:
edges.add((child, v))
build(child)
build(root)
return nodes, edges

def draw_dot(root, format='svg’, rankdir='LR"):
format: png | svg |
rankdir: TB (top to bottom graph) | LR (left to right)
assert rankdir in ['LR’, 'TB’]
nodes, edges = trace(root)
dot = Digraph(format=format, graph_attr={'rankdir’: rankdir})

for n in nodes:
dot.node(name=str(id(n)), label = "{ %s: %.1f }" % \
(n.label, n.data), shape='record’)
if n._op:
dot.node(name=str(id(n)) + n._op, label=n._op)
dot.edge(str(id(n)) + n._op, str(id(n)))

for nl, n2 in edges:
dot.edge(str(id(nl)), str(id(n2)) + n2._op)

return dot

Sedaj lahko izriSemo nas ra¢unski graf:

>>> draw_dot (L)

Vse je pravilno izra¢unano. Manjkajo le $e odvodi.

Racunanje gradientov

Do tu nam je 8lo lepo, a vse, kar smo do sedaj naredili, je bilo ra-
¢unanje vrednosti funkcij. Takih enostavnih, z vsotami in produkti.
Manjka nam (vsaj) Se izracun gradientov. Te ra¢unamo po veriznem
pravilu, od zadaj naprej. Torej, od konénih vozlis¢ s konéno vredno-
stjo funkcije do zacetnih vozlis¢ oziroma vhodnih parametrov.
Gradiente bomo torej strojno rac¢unali tako, da bodo te vozlis¢em
rac¢unali njihovi nasledniki, in sicer tako, da jim bodo ustrezno pri-
Steli vrednost lastnega gradienta (vsota) oziroma k tej pomnozZili Se



STROJNO ODVAJANJE

c: 10.0

b: -3.0 ::®—> £4.0

O

::@—» e: 6.0

a: 2.0

vrednost sosednega vozlis¢a (produkt). Vse to bo implementirano v
funkciji _backward(), ki bo lastna vsaki od implementiranih operacij
(zaenkrat sta tu le vsota in produkt, kasneje bomo dodali Se kaksno
drugo funkcijo). Za kon¢ni izra¢un gradienta se moramo sprehoditi
po racunskemu grafu. To bo storila funkcija backward (), ki se bo naj-
prej topolosko uredila vozlis¢a, potem pa se po njih sprehodila in v
vsakem klicala _backward().

Se nekaj razmislekov preden razkrijemo zadnjo razsiritev nase
kode. Gradiente nasledniki pristevajo, ne nastavijo. Na zaletku mo-
rajo biti gradienti zato postavljeni na vrednosti o. PriStevanje pa nam
koristi v primeru, da ima vozliS¢e ve¢ kot enega naslednika. Npr., v
funkciji b = a + a vsak a "prinese"po eno 1-ko k odvodu. V nevron-
skih mrezah, na primer, bodo imela vozlis¢a ra¢unskega grafa tipi¢no
veliko naslednikov, in vsak od njih bo k gradientu vozlis¢a prispeval
svojo vrednost.

Upostevamo tudi, da je odvod zadnjega vozlis¢a, torej odvod
koné¢ne spremenljivke L po L-u enak 1. Zatnemo torej s to vredno-
stjo odvoda in jo razsirimo od tega, zadnjega vozlis¢a, nazaj proti
zaetnim vozlis¢em. Tu je koda, kjer za vsako od operacij implemen-
tiramo funkcijo _backward():

class Value:
def __init (self, data, _children=(), _op=""', label=""):

self.data = data
self.label = label
self.grad = 0.0
self._backward = lambda: None
self._prev = set(_children)
self._op = _op

def __repr__(self):
return f"Value({self.label}: {self.data})"

19
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def __add__(self, other):
out = Value(self.data + other.data, (self, other),

def _backward():
self.grad += 1.0 * out.grad
other.grad += 1.0 * out.grad
out._backward = _backward
return out

def __mul__(self, other):
out = Value(self.data * other.data, (self, other),

def _backward():
self.grad += other.data * out.grad
other.grad += self.data * out.grad
out._backward = _backward
return out

)

D)

Manjka le Se uporaba funkcij _backward (). Spomnimo se (morda

prevec ponavljamo, a je pomembno), da za dano vozlis¢e funkcija

_backward() zabeleZi vpliv neposrednih predhodnikov danega vo-

zlis¢a na gradient vozlis¢a. Ce Zelimo izrac¢unati gradiente za vse

spremenljivke v ra¢unskem grafu, moram priceti od zadaj, in v topo-

loskem redu od zadaj naprej za vsako vozlis¢e pognati _backward().

Implementacijo takega vzvratnega razsirjanja gradientov dodamo v

razred Value:

def backward(self):
# topological ordering of the nodes
topo = []
visited = set()
def build_topo(v):
v.grad = 0
if v not in visited:
visited.add(v)
for child in v._prev:
build_topo(child)
topo.append(v)
build_topo(self)

# application of chain rule

self.grad =1

for v in reversed(topo):
v._backward()

Preskusimo njeno delovanje na nasi enostavni funkciji, torej na tej,

za katero smo gradiente rac¢unali ro¢no v prejSnjem poglavju:

a = Value(2.0, label='a’)
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Izpisimo $e vrednosti gradientov:

>>> a.grad, b.grad, c.grad, d.grad

(6.0, -4.0,

-2.0, 4.0)

Juhu! Dela. Oziroma, bolje re¢eno, pravilno izra¢una vrednosti

gradientov za naso enostavno funkcijo. Enostavno zato, ker ta samo

seSteva in mnoZi. Spodaj je Se izris ratunskega grafa z odvodi:

a: 2.0

6.0

(O
e:-6.0

d: -2.0

4.0

c: 10.0

-G

f 4.0

Poskust saM: VZVRATNI PREHOD ZA tanh.

Konstante, negacija, potenciranje

Pri malce bolj kompleksnih funkcijah bi Zeleli v nasih rac¢unskih

Razsiri metodo tanh v razredu Value z implementacijo _backward() (od-
vod tanh(x) je 1 — tanh?(x)). Zgradi graf za izraz (a + b).tanh() * cz
vrednostmi a = 1.0, b = 0.5, c = 2.0, po backward () izpisi gradiente po

a, b in c. Nato z metodo kon¢nih diferenc numeri¢éno oceni iste parcialne
odvode in primerjaj rezultate; ¢e se razlikujejo, pois¢i napako v forward ali
backward delu.

grafih obravnavati tudi konstate, racunali razlike, potence... Oziroma,

delali z izrazi, kot so na primer spodnji:

STROJNO ODVAJANJE 21
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>>>

>>>

>>>

>>>

>>>

>>>

a
b
a +
-13
a -

Value(3, 'a’)
Value(42, 'b’")
10
+ a

b

(a + b) *xx 3

Pri vseh teh nam na$a trenutna implementacija vrne napako. Po-

trebno jo bo zato razsiriti. Za operacije s konstantami bomo avtomat-

sko dodali novo vozlis¢e, za to, da bodo te lahko v nasih operacijah

tudi na levi strani, bomo implementirali funkcije, kot je __radd__,

odstevanje bomo implementirali s seStevanje z negativno vrednostjo

desnega operanda, spisali pa bomo tudi novo operacijo za potencira-

nje. Spodaj je tako razsirjena implementacija razreda Value:

class Value:

def

def

def

def

def

__init__(self, data, _children=(), _op='"', label=""):
self.data = data

self.label = label

self.grad = 0.0

self._backward = lambda: None

self._prev = set(_children)

self._op = _op

__repr__(self):
return f"Value({self.label}: {self.data})"

__add__(self, other):
other = other if isinstance(other, Value) else Value(other)
out = Value(self.data + other.data, (self, other), '+")

def _backward():
self.grad += out.grad
other.grad += out.grad
out._backward = _backward

return out

__mul__(self, other):
other = other if isinstance(other, Value) else Value(other)
out = Value(self.data * other.data, (self, other), 'x")

def _backward():
self.grad += other.data * out.grad
other.grad += self.data * out.grad
out._backward = _backward
return out

__pow__(self, other):
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out = Value(self.data *x other, (self, ), f’sx{other}’)

def _backward():

self.grad += other * (self.data ** (other - 1)) * out.grad
out._backward = _backward
return out

def __radd__(self, other): # other + self
return self + other

def __neg__(self): # - self
return self x -1

def __sub__(self, other):
return self + (-other)

def __rsub__(self, other): # other - self
return other + (-self)

def __rmul__(self, other): # other * self
return self x other

Iz zgornjega zapisa smo izpustili funkcijo backward(), ki ostane
enaka kot prej. S kodo, kot jo imamo spisano zgoraj, lahko sedaj
implementirano gradientni sestop za funkcijo iz prejsnjega poglavija:

a = Value(0, label='a’)
for _ in range(50):
L =a*xx2 - 10 * a + 28
backward(L)
a.data -= 0.1 * a.grad
print(L.data, a.data)

PoskusI sAM: PREVERJANJE GRADIENTOV.

Napisi splosno funkcijo, ki za poljuben izraz iz Value primerja gradiente,
pridobljene z backward(), z numeri¢nimi ocenami s kon¢nimi diferencami.
Preiskusi jo na osnovni implementaciji razreda in na lastnih razsiritvah.

Poskust saM: GRADIENTNI SESTOP V DVEH SPREMENLJIVKAH.
Pois¢i minimum funkcije
_ 2 2
f(a,b) =a”+b"+ab—6a —4b

z gradientnim sestopom. Parametra a in b predstavi z vozlis¢i Value, zacni

z a =0, b = 0, naredi 50 korakov s hitrostjo u¢enja 0.1 (v vsakem koraku
zgradi graf, pokli¢i f.backward(), posodobi a.data in b.data). Izpisi kon¢ne
vrednosti 4, b in f(a,b). Analiti¢no re$i 0f /da = 0in df/9b = 0 ter pre-
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veri, ali se rezultat gradientnega sestopa ujema. Na koncu numeri¢no oceni
parcialna odvoda v konéni to¢ki z metodo koné¢nih diferenc in primerjaj z
a.gradin b.grad.

Tu je ¢as za bralca, da preskusi delovanje nase kode, jo morda
preoblikuje v knjiZnico in doda izrac¢un in odvajanje za Se kaksne do-
datne funkcije. Mi pa se bomo spustili v nove podvige v naslednjem
poglavju, ko bomo to kodo za avtomatsko odvajanje uporabili na
bolj resnih primerih, kjer bodo (kriterijske) funkcije uporabljale tudi
zunanje podatke in na primer tako implementirale iskanje modela
za linearno regresijo ali njeno regularizirano inacico. Z zgornjimi,
in morda Se kak$nimi drugi manj$imi razsiritvami, smo sedaj torej
pripravljeni za “resno” uporabo nase male knjiZnice za avtomatsko
odvajanje.

Poskust saM: Ko SE SPREMENLJIVKA POJAVI VECKRAT.

Zgradi ve¢ ratunskih grafov, v katerih se ista spremenljivka pojavi na vec¢
mestih (na primer f(a) = a? 4 a® +2a) ter preveri in razlozi, zakaj se mo-
rajo prispevki razli¢nih poti pri vzvratnem prehodu sesteti.



Linearna regresija

To poglavje pravzaprav ni ¢isto o linearni regresiji. Je bolj o tem,
kako uporabimo strojno odvajanje za gradnjo modelov iz podatkov.
A bomo sproti razmisljali tudi o linearni regresiji, verjetju in kriterij-
skih funkcijah. Zaénemo z univariatno linearno regresijo, jo razsirimo
na multivariatno, vse skupaj poskusimo Se na bolj resnih podatkih
in razmislimo, ali na odkriti modeli lahko kako pomagajo pri razlagi
podatkov.

Podatki in kaj sploh Zelimo

Pri univariatni regresiji obravnavamo podatke, ki vsebujejo eno neod-
visno spremenljivko x in eno odvisno spremenljivko y. Cilj je opisati
oziroma aproksimirati funkcijsko povezavo med njima z modelom
linearne oblike

7(x) =wx+0,

kjer je w smerni koeficient (utez), ki dolo¢a naklon premice, b pa
prosti ¢len oziroma presecisce z ordinatno osjo. Model je torej v celoti
dolo¢en z dvema parametroma, w in b.

Pri u¢enju modela imamo na voljo u¢no mnozZico podatkov, sesta-
vljeno iz parov vrednosti (x;,y;), na primer:

Xi Yi
1.4 -2.0
—-47  -181
-22 -1.9
-2.8 —4.4
2.4 6.5
Za vsak u¢ni primer model napove vrednost §; = wx; + b, ki

se lahko razlikuje od dejanske vrednosti y;. Napako napovedi za
posamezen primer zapisemo kot

& = Ui — Vi

Linearna regresija izvira iz metode naj-
manjsih kvadratov, ki jo je leta 1805 prvi
objavil Adrien-Marie Legendre, leta
1809 pa jo je Carl Friedrich Gauss pri
analizi astronomskih opazovanj doda-
tno povezal z normalno porazdelitvijo.
Izraz regresija je pozneje, v 1880-ih,
uvedel Francis Galton pri preutevanju
dednosti. Opazil je, da imajo zelo vi-
soki starsi sicer pogosto visoke otroke,
vendar so ti v povpredju nekoliko bliZje
populacijskemu povpredju; ta pojav je
poimenoval regresija proti sredini (angl.
regression toward the mean).
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Ker nas predznak napake ne zanima , napake kvadriramo in izra-
¢unamo njihovo povpregje. Tako dobimo cenovno funkcijo oziroma
funkcijo izgube, ki je pri dani uéni mnozici odvisna samo od parame-
trov modela:

n n

J(w,b) = % X;(?i —y)? = % Y (wxi+b—y)*

=1 i=1

Cenovna funkcija meri, kako dobro izbrani parametri w in b opisu-
jejo podane podatke. Cilj ucenja je poiskati taksni vrednosti parame-
trov, pri katerih je vrednost cenovne funkcije minimalna:

(w*,b*) = arg mibn](w, b).

w,

Par (w*, b*) predstavlja optimalna parametra modela glede na
dano u¢no mnoZico in ga dobimo z u¢enja modela, oziroma strojnem
ulenju iz podatkov. Strojno uéenje je tu torej postopek, kjer za dano
uéno mnoZico in izbrano strukturo modela pois¢emo take parametre
modela, da ti optimizirajo izbrano kriterijsko funkcijo.

Univariatna linearna regresija v Pythonu

Linearno regresijo implementirajmo v pythonovskem razredu LinReg.
Pri njeni implementaciji uporabimo razred Value, kot smo ga razvili
v prejSnjem poglavju in za kodo od tu naprej shranili v knjiznici
agrad:

from agrad import Value

class LinReg:
def __init__(self):
self.w = Value(random.uniform(-1,1), label='w")
self.b = Value(0.0, label='b")

def __call__(self, x):
return self.w x x + self.b

def parameters(self):
return [self.w, self.b]

def loss(self, xs, ys):
yhats = [self(x) for x in xs]
return sum([(y - yhat)*x2 for y, yhat in zip(ys, yhats)])

def __repr__(self):
return f"LinReg(w={self.w.data:.3f}, b={self.b.data:.3f})"

Idejo o vsoti kvadriranih napak smo tu
uvedli rokohitrsko. K temu, zakaj tako,
nekoliko kasneje.



V funkciji __init__() dolo¢imo zacetne vrednosti parametrov
modela. Klic modela implementiramo v funkciji __call__(). Ra-
zred LinReg vrne tudi seznam parametrov modela, ki ga bomo rabili
pri posodabljanju parametrov v gradientnem sestopu. Izjemno po-
membna pa je funkcija loss (), ki pri danih vrednostih parametrov in
dani u¢ni mnozici izra¢una izgubo.

Za prvi test delovanja LinReg poskusimo uporabiti na$ razred za
izracun linearne regresije pri dolo¢enih parametrih modela:

>>> model = LinReg()

>>> model.w = Value(10); model.b = Value(3)
>>> model(10)

Value(: 103)

Na manjsi u¢ni mnoZici, na primer:

import random

random.seed (42)

n=>5

xs = [random.uniform(-5, 5) for _ in range(n)]
ys = [2*x -1 + random.gauss(0, 4) for x in xs]

lahko sedaj preverimo

>>> 1lr = LinReg()

>>> 1r

LinReg(w=0.011, b=0.000)
>>> lv = lr.loss(xs, ys)
>>> lv

Value(: 78.49574710788079)

Izguba (vsota kvadratov napak) je seveda velika, saj je zgornji

model Se nenaucen, naklju¢en. Zanimiv pa je racunski graf za izgubo.

Koda za njegov izris je:

from agrad import draw_dot

lv.backward()

dot = draw_dot(lv)

dot.render(’a’, format='pdf’, cleanup=True)

Pazljivi bralec bo seveda opazil, da smo pred izrisom ratunskega
grafa izrac¢unali gradiente. Implementacijo izrisa smo skrili v knji-
Znico agrad, a je to¢no taka kot v prejSnjem poglavju in je tu ne ra-
bimo ponovno izpostavljati. Ra¢unski graf za naso funkcijo izgube
je tu, kljub manjhni u¢ni mnozici, Ze kar kompleksen, tudi zato, ker
vklju¢uje vsoto preko vseh petih u¢nih primerov:

LINEARNA REGRESIJA
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Ucenje

Ah, kon¢no! Vse je nared, da iz primerov izratunamo prave vrednosti
parametrov naSega univariatnega modela. Spomnimo: z ra¢unskim
grafom bomo ra¢unali parcialne odvode funkcije za parametre mo-
dela, te vsaki¢ malo popravili in postopek ponavljali do konvergence
oziroma za neko vnaprej dano $tevilo ponovitev.

Sestavimo sedaj funkcijo za uéenje, ki implementira gradientni
sestop. Spodnja optimizacijska funkcija je pravzaprav splosna, upora-
bili bi jo lahko za kakrSenkoli model, ki pri u¢enju uporablja primere
z razredom.

def train(model, xs, ys, learning_rate=0.001, n_epochs=1000):
for k in range(n_epochs):
# compute loss
loss = model.loss(xs, ys)

# compute gradients

for p in model.parameters():
p.grad =

loss.backward()

# update
for p in model.parameters():

p.data -= learning_rate * p.grad
if k % 50 ==

print(f"{k:3} Loss: {loss.data:5.3f} {model}")
return model

V vsaki iteraciji smo zgradili ratunski graf za naso izgubo, gradiente
parametrov modela nastavili na ni¢ (k tem vrednostim izra¢unane
gradiente pristevamo), nato gradiente izrac¢unali, in popravili vre-
dnost parametrov modela.

Cas je za ucenje:

>>> model = train(LinReg(), xs, ys, learning_rate=0.01, n_epochs=500)



0 Loss: 130.147 LinReg(w=-0.326, b=-0.102)
50 Loss: 16.793 LinReg(w=2.578, b=-0.745)
100 Loss: 16.778 LinReg(w=2.566, b=-0.827)
150 Loss: 16.775 LinReg(w=2.560, b=-0.864)
200 Loss: 16.774 LinReg(w=2.558, b=-0.880)
250 Loss: 16.774 LinReg(w=2.557, b=-0.887)
300 Loss: 16.774 LinReg(w=2.556, b=-0.890)
350 Loss: 16.774 LinReg(w=2.556, b=-0.891)
400 Loss: 16.774 LinReg(w=2.556, b=-0.892)
450 Loss: 16.774 LinReg(w=2.556, b=-0.892)

LINEARNA REGRESIJA

Gradientni sestop je v nekaj sto iteracijah torej nasel (skoraj) pravi
model, torej ta s parametri w = 2 in b = —1. Bralcu tu prepus¢amo
eksperimente s spremenjeno stopnjo ucenja. Povejmo le, da za te
podatke in ta model ucenje lahko konvergira hitreje, lahko pa z veca-
njem stopnje ucenja pridemo do napake tipa ‘OverflowError: (34,
'Result too large’). Zakaj?

Poskusi samM: KAJ NAREDI OSAMELEC?

Ustvari podatke za univariatno linearno regresijo, nato enemu primeru
postopoma povecuj odstopanje od ostalih ter opazuj, kako se spreminjajo
naucena premica, parametra w in b ter vrednost funkcije izgube.

Poskust saM: STOPNJA UEEN]A IN KONVERGENCA.

Uporabi iste podatke kot v poglavju (random.seed(42), n=5,ys = [2*x -
1 + ...]). Za vsako stopnjo ucenja iz mnozice {0.001, 0.01, 0.1, 1.0, 10.0}
zazeni train(LinReg(), xs, ys, learning_rate=..., n_epochs=200) in
zabeleZi kon¢ne vrednosti w, b ter morebitno napako. Dolo¢i najvecjo sto-
pnjo ulenja, pri kateri uéenje $e konvergira blizuw ~ 2inb ~ —1, ter
najmanjso, pri kateri pride do prekoraéitve ali o¢itne divergenc. Na kratko
razloZzi, zakaj prevelik korak gradientnega sestopa pri tej izgubi destabi-
lizira ucenje.

Poskusi saM: POT GRADIENTNEGA SESTOPA.

Uporabi iste podatke kot v poglavju. Prilagodi funkcijo train tako, da po
vsaki epohi zabeleZi par (w,b). Za isti za¢etni model zaZeni ucenje s n_-
epochs=100 pri stopnjah ucenja 0.001 in 0.1, nato v ravnini (w, b) izrisi obe
poti (tocke povezi v zaporedju). Opisi, zakaj majhna stopnja uéenja vodi
do gladke poti proti minimumu, prevelika pa do cik-cak gibanja ¢ez do-
lino izgube.

29
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Poskusi saAM: KRITICNA STOPNJA UCENJA.

Za neke podatke primerne za linearno regresijo, na primer podobnim tem
v poglaviju, zaéni pri konvergentni stopnji ucenja (npr. 0.001) in jo itera-
tivno podvajaj, dokler u¢enje z n_epochs=200 ne divergira (dobi§ numeri¢no
napako, izguba se znatno poveca). Nato z binarnim iskanjem zoZi inter-

val med zadnjo stabilno in prvo nestabilno vrednostjo ter oceni najvecjo sta-
bilno stopnjo ucenja.

Paketno ucenje

Bralec teh zapiskov bi lahko pripomnil, da je primer v prejSnjem
poglavju s samo petimi primeri bil preenostaven in da bi znali tako
linearno regresijo narediti tudi "na roko". Morda, ¢eprav bi bilo ra-
¢unov Ze za tak majhen primer izjemno veliko. Zato pa je zdaj pravi
trenutek, da preskusimo naso implementacijo na vedji mnoZici podat-
kov:

random.seed(42)

n = 1000
xs = [random.uniform(-10, 10) for _ in range(n)]
ys = [2*x + 1 + random.gauss(0, 5) for x in xs]

Pri velikem Stevilu primerov ra¢unski graf za funkcijo izgube
mo¢no naraste in ucenje lahko zato postane precej pocasno. Primerov 10

je morda dovolj za drugacen pristop, pri katerem lahko izgubo racu- ’”

namo samo iz vzorca u¢ne mnozice. Takemu ucenju pravimo paketno
(angl. batch learning), preprosto pa ga implemenira spodnja funkcija,
ki jo dodajmo razredu LinReg:

def batch_loss(self, xs, ys, m=10):
indices = random.sample(range(len(xs)), m)
batch_xs = [xs[idx] for idx in indices]
batch_ys = [ys[idx] for idx in indices]
return self.loss(batch_xs, batch_ys)

Za paketno ucenje moramo sedaj spremeniti le vrstico, ki vpelje
funkcijo izgube. Ta je sedaj

loss = model.batch_loss(xs, ys, batch_size)

predvideva pa, da meta-parametrom u¢ne metode dodamo Se batch_-
size s privzeto vrednostjo, na primer 10.

Pri paketnem ucenju izguba na celotni u¢ni mnoZici ne bo padala
monotono:

>>> model = train(LinReg(), xs, ys, learning_rate=0.01, n_epochs=500)



0 Loss: 442.514 LinReg(w=0.620, b=0.266)
50 Loss: 111.536 LinReg(w=1.792, b=9.632)
100 Loss: 12.292 LinReg(w=1.868, b=12.622)
150 Loss: 24.878 LinReg(w=2.042, b=13.802)
200 Loss: 46.238 LinReg(w=1.705, b=14.689)
250 Loss: 30.237 LinReg(w=1.685, b=14.732)
300 Loss: 23.126 LinReg(w=2.113, b=14.865)
350 Loss: 29.744 LinReg(w=1.662, b=14.941)
400 Loss: 25.119 LinReg(w=2.435, b=14.894)
450 Loss: 10.819 LinReg(w=1.884, b=14.988)

Tudi na$ model ni ravno najbolj idealen, so se pa parametri modela
precej pribliZali tem, s katerimi smo podatke generirali. Paketno uce-
nje je sicer veliko hitrejse kot gradientni spust, kjer vsaki¢ ra¢unamo
izgubo na celotni u¢ni mnozZici, moramo pa biti pazljivi pri nastavi-
tvah stopnje ucenja in velikosti paketov podatkov.

Poskust saM: VELIKOST PAKETA IN KONVERGENCA.

Uporabi podatke iz tega poglavja (random.seed(42), n=1000, ys = [2*x +
1 + random.gauss(0,5) for x in xs]). Za vsako velikost paketa iz mno-
zice {1, 5, 10, 50, 100, 1000} zaZeni u¢enje z learning_rate=0.01 in n_-
epochs=500. ZabeleZi kon¢ne vrednosti parametrov modela ter izgubo na
celotni u¢éni mnoZici. Primerjaj tudi potek izgube med uéenjem. Katera ve-
likost paketa povzroci najbolj nestanovitno ucenje? Katera konvergira naj-
hitreje? Zakaj majhni paketi vodijo do bolj Sumnih ocen gradienta.

Poskust saM: POT PAKETNEGA UCENTJA.

Uporabi podatke za univariatno regresijo. Prilagodi funkcijo train za pa-
ketno ucenje (batch_loss, batch_size=10) tako, da po vsaki epohi zabe-
lezi par (w,b). Za isti zaletni model zaZeni ucenje s n_epochs=200 pri sto-
pnjah ucenja 0.001 in 0.1, nato v ravnini (w, b) izrisi obe poti. Kaj opazis?

Multivariatna linearna regresija

Razsirimo nas$ model linearne regresije na multivariatno, to je, na mo-

dele, ki na vhodu sprejmemo ve¢ vhodnih, neodvisnih spremenljivk,
ki jim v strojnem ulenju pravimo tudi atributi.

random.seed(42)

n = 1000

X = [[random.uniform(-10, 10) for _ in range(3)] for _ in range(n)]
ys = [2*%x[0] + 3*x[1] - x[2] + 1 + random.gauss(0, 5) for x in X]

Prav velikih sprememb v kodi za ucenje ne bi smelo biti. V ra-
zredu LinReg funkciji loss () in batch_loss() ostaneta taki, kot sta
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Kar naenkrat smo pridelali vrsto meta
parametrov pri nasem ucenju. To so pa-
rametri, ki vplivajo na postopek ucenja,
vklju¢ujejo pa stopnjo ucenja, stevilo
epoh, velikost paketa. Bralcu tu pre-
pustimo razmislek, kako te parametre
nastavimo, se bomo pa z njimi ukvarjali
$e v naslednjih poglavijih.

Naso implementacijo bi se dalo iz-
boljsati tudi tako, da bi shranili imena
spremenljivk. Ta postanejo pomembna
pri vsakem poskusu razumevanja
modela.
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bili, ostale pa malce spremenimo,

class LinReg:
def __init__(self, n_inputs):
self.weights = [Value(random.uniform(-1,1), label=f'w{i}’)
for i in range(n_inputs)]
self.b = Value(0.0, label='b")

def __call__(self, x):
# x is a list of input values
return sum(w * xi for w, xi in zip(self.weights, x)) + self.b

def parameters(self):
return self.weights + [self.b]

def __repr__(self):
weights_str = ', '.join(f’'w{i}={w.data:.3f}’
for i, w in enumerate(self.weights))
return f"LinReg({weights_str}, b={self.b.data:.3f})"

Ucenje, kjer funkcija train ostane prav taka kot smo jo razvili v
prejsnjih razdelkih, uspe$no konvergira k pravi resitvi:

>>> 1lr = LinReg(n_inputs=3)
>>> model = train(lr, X, ys, n_epochs=10000, batch_size=50, learning_rate=0.01)
0 Loss: 863.724 LinReg(w0=1.623, wl=2.440, w2=-0.938, b=-0.068)
500 Loss: 26.504 LinReg(w0=2.054, wl=2.709, w2=-0.993, b=0.805)
1000 Loss: 32.210 LinReg(w0=2.174, wl=2.939, w2=-0.932, b=0.787)

4500 Loss: 18.590 LinReg(w0=1.745, wl=2.719, w2=-0.993, b=0.832)
5000 Loss: 32.224 LinReg(w0=2.269, wl=2.903, w2=-1.074, b=0.841)

V bistvu je kar presenetljivo, s kaksno lahkoto smo naso imple-
mentacijo razsirili na ucenje iz podatkov s poljubnim $tevilom atri-
butov. Se vedno, da opozorimo, uporabljamo knjiZnico za strojno
odvajanje, ki smo jo razvili v prejSnjem poglavju in ki je tudi za ta na$
zadnji ne prav majhnen primer ¢isto dovolj zmogljiva.

Poskust sam: Ista PREMICA, DRUGACNE MERSKE SKALE
SPREMENLJIVK.

Iste podatke za multivariatno regresijo

predstavi enkrat v prvotnih enotah

in drugi¢ tako, da en atribut pomnoZis z velikim faktorjem,

nato primerjaj hitrost gradientnega sestopa, velikosti nau¢enih utezi
in napovedi obeh modelov.




Verjetje

Cas je, da se malce posvetimo vprasanju, zakaj smo kriterijsko funk-
cijo dolo¢ili kot minimizacijo vsote kvadratov napak. Ceprav je ta-
ksna izbira intuitivna, ima tudi jasno statisti¢no razlago. Pri mul-
tivariatni linearni regresiji namrec¢ predpostavimo, da opazovanja
nastanejo po linearnem modelu

Yy = WTXi-i-b-i-S,',

Kjer je x; = (x41,...,x;3) vektor vhodnih atributov, w = (w1,...,wy)
vektor utezi, b prosti ¢len (angl. intercept), €; pa naklju¢na napaka
pri i-tem primeru. Predpostavimo Se, da so napake ¢; med seboj
neodvisne in enako porazdeljene.

Poleg tega predpostavimo, da so napake normalno porazdeljene s
povprecjem nic:

i ~ N(0,0?).

Predpostavka normalne porazdelitve je pogosto smiselna. Po cen-
tralnem limitnem izreku se namrec vsota velikega Stevila majhnih,
med seboj neodvisnih vplivov pribliZuje normalni porazdelitvi, zato
je normalna porazdelitev pogosto dober model za merske napake.

Ker velja

yi=w'xi+b+e,

sledi, da je tudi y; normalno porazdeljen okoli vrednosti, ki jo napove

model:
yi ~ N(w'x; +b,0?).

Gostota verjetnosti za opazovanje y; je zato
2
1 (vi — (W x;+b))
p(yi | xi,w,b) = Wexp (‘ 202 :

Doloc¢imo sedaj verjetje (angl. likelihood) kot funkcijo parametrov
modela, ki pove, kako verjetni bi bili opazovani podatki, ce bi bili ti podatki
res generirani z modelom pri danih vrednostih parametrov. Ker smo pred-

postavili, da so primeri med sabo neodvisni, za celotno u¢no mnozico
dobimo verjetje kot produkt verjetnosti vseh primerov:

n
L(W/b) = HP(% | Xl',W,b).
i=1
Parametre modela izberemo tako, da je verjetje ¢&im vecje. Temu
pristopu pravimo metoda najvecjega verjetja (angl. maximum like-
lihood). Ker zna biti produkt mnogih ¢lenov neroden za racunanje,
obi¢ajno maksimiziramo logaritem verjetja:

n
log L(w,b) = ) log p(yi | x;, w, b).
i=1
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To predpostavko v angles¢ini zapiSejo
kot i.i.d., in pravimo, da so napake
independent and identically distributed

Koncept verjetja se je pojavil v zatetku
20. stoletja v statistiki, ko je Ronald A.
Fisher razvil metodo najvecjega verjetja
kot splosno pristop za ocenjevanje
parametrov statisticnih modelov. Ideja
je preprosta: izberemo tiste parametre
modela, pri katerih so opazovani
podatki najbolj verjetni. V strojnem
ulenju je ta koncept postal osrednji v
modernem probabilisti¢cnem strojnem
ucenju, saj omogoca sistemati¢cno
izpeljavo u¢nih kriterijev. Pomemben
je zato, ker daje statisti¢no utemeljitev
uéenju modelov: namesto ad-hoc
kriterijev optimiziramo funkcijo, ki
neposredno meri, kako dobro model
pojasnjuje opazovane podatke.
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Ce vstavimo izraz za normalno porazdelitev, dobimo

1 n
log L(w,b) = —= log(er ~ 57 Z (wx; + b))
Prvi ¢len je konstanta, ki ni odvisna od parametrov w in b. Tudi fak-
tor 1/(20?) ne vpliva na maksimum. Maksimizacija logaritemskega
verjetja je zato ekvivalentna minimizaciji izraza

n
Y (vi— (w'x+0))%
i=1

To pa je natanko vsota kvadratov napak, ki smo jo uporabili kot
kriterijsko funkcijo pri u¢enju linearne regresije.

IzkaZe se torej, da minimizacija kvadratne napake ni le intuitivna
izbira, temvec sledi neposredno iz predpostavke, da so merske na-
pake v podatkih normalno porazdeljene. V tem okviru parametre
linearnega modela ocenimo z metodo najvecjega verjetja.

Poskusi sAM: VPLIV SUMA NA OCENO UTEZI.

n=1000, enak X, razli¢ne vrednosti standardnega odklona Suma pri gene-
riranju odvisne spremenljivke y, npr. {0, 1, 5, 20}). Za vsako mnoZico na-
uc¢i model LinReg(n_inputs=3) in primerjaj ocenjene uteZi ter prosti ¢len
s pravimi vrednostmi (wy = 2, w; = 3, wp = —1, b = 1). Kako natanéno

model pri razli¢nih ravneh Suma oceni prave vrednosti utezi?

Razlaga

Parametri modelov linearne regresije so pravzaprav utezi atributov,
linearna regresija pa uteZena vsota parametrov. UteZi so povezane z
vlogo posameznega atributa, oziroma njegovega vpliva na izhodno
vrednost linearne funkcije. ManjSe uteZi bodo pripadale manj po-
membnim atributom, vedje pa bolj pomembnim. Pomembno vlogo bo
imel seveda tudi predznak uteZi, ki nam pove, ali je atribut negativno
ali pozitivno povezan z izhodom. Tu je prostora Se za dodatno raz-
misljanje o razlagi, morda tudi o kaksni njeni zanimivi vizualizaciji, a
lotimo se tega pocasi in tu razmisljajmo samo o utezeh.

Zacnimo s prakti¢nim primerom. Uporabili bomo podatkovno
mnozico s telesnimi merami moskih. Za vsak primer v podatkih
imamo podatek o odstotku telesne mascobe, ki je bil s pomocjo Broz-
kove enacbe (za nas ta ni pomembna, a odtod ime razredni spremen-
ljivki, angl. Body Fat Brozek) izratunan iz telesne gostote, izmerjene z
metodo podvodnega tehtanja. Poleg tega podatki vsebujejo starost,
teZo, vi$ino ter vrsto enostavno izmerljivih telesnih obsegov, kot so
obseg vratu, prsnega kosa, trebuha, in podobnih. Nas cilj bo iz teh

Ustvari ve¢ podatkovnih mnoZic po postopku iz poglavja (random.seed (42),

Zeleli bi tudi na primer dologiti naj-
manj$o mnoZico atributov, ki nam
gradijo dober model, in ostale atribute
zanemariti. A bo to predmet nasle-
dnjega poglavja.

Podatki izhajajo iz podatkov Body Fat
Prediction Dataset, ki je javno dostopna
na portalu Kaggle in izvirajo iz leta
1985. Vsebujejo 252 primerov, 14 atri-
butov, in razredno spremenljivko, ki
podaja deleZ telesne mas¢obe.
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preprostih meritev zgraditi model, ki zna napovedati odstotek tele-
sne mascobe, zraven pa oceniti, katera od telesnih mer igra pri tem
najbolj pomembno vlogo. Gre za tipi¢en regresijski problem: primere
opiSe ve¢ vhodnih atributov in ena zvezna izhodna spremenljivka.

Preberimo podatke, in za nekaj izbranih atributov izpis§imo prvih
pet primerov:

df = pd.read_csv("body-fat-brozek.csv")
feature_names = df.columns[1:].tolist()
ys = df.iloc[:, O].tolist()

X = df.iloc[:, 1:].values.tolist()

preview = (
df[["body fat brozek", "age", "weight", "ankle"]]
.head()

)

print(preview.to_string(index=False))

Spodaj je tabela s prvimi petimi primeri z izbranimi atributi. V pr-
vem stolpcu tabele je razred, v drugih treh pa nekaj atributov. Vidi
se, da so domene atributov razli¢ne, kjer so vrednosti teze (ocitno ne
v kg) veliko vecje kot vrednosti, v katerih zapiSemo obseg gleZnja.

body fat brozek age weight ankle

12.6 23 154.25 21.9 ..
6.9 2 17325 234 podatkovne mnoZice.
24.6 22 154.00 24.0

109 26 184.75 22.8

27.8 24 184.25 24.0

Ce bi podatke pustili v tej obliki, bi bile uteZi seveda odvisne od
zalog vrednosti atributa, in ¢etudi bi bila za teZo uteZ lahko manjsa
od te za obseg gleZnja, bi bila ta atributa lahko enako pomembna.
Da izlo¢imo vpliv zaloge vrednosti atributov, podatke (atribute)
normaliziramo:

X_arr = np.array(X)

mean = X_arr.mean(axis=0)

std = X_arr.std(axis=0)

X_norm = ((X_arr - mean) / std).tolist()

Vse je nared za gradnjo modela in analizo dobljenih uteZi:

lr_norm = LinReg(n_inputs=len(feature_names))
model_norm = train(lr_norm, X_norm, ys, n_epochs=1000, batch_size=20, learning_rate=0.05)

def print_weights(model, feature_names):
pairs = [(name, w.data) for name, w in zip(feature_names, model.weights)]
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Tabela 1: Prvih pet primerov iz



36 UVOD V ODKRIVANJE ZNAN]J IZ PODATKOV

pairs.sort(key=lambda p: abs(p[l]), reverse=True)
for name, w in pairs:
print(f"{w:6.3f} {name}")

Rezultat,

>>> print_weights(model_norm, feature_names)
9.433 abdomen
-2.489 weight
-1.519 hip
-1.498 wrist
1.367 tight
.330 forearm
.121 neck
.767 age
.347 ankle
.284 adiposity
0.229 biceps
-0.078 chest
-0.041 height
-0.024 knee

© O © = =

je pravzaprav skladen s pri¢akovanji: za oceno deleza telesnih ma-

$¢ob je najbolje poznati obseg trebuha. Sledijo teza, obseg bokov in Bralcu tu prepus¢amo poskus, kaj bi
se zgodilo, ¢e podatkov ne bi norma-

. . .. . T . .. lizirali. Samo namig: rezultati bi bili
pomeni nujno, da vedja teZa ali vedji boki zmanjSujejo telesno ma- modno razliéni.

obseg zapestja, ki pa imajo negativne utezi. Negativen predznak ne

$¢obo; pomeni le, da ob upostevanju vseh drugih atributov model te
spremenljivke uporablja kot korekcijo napovedi. Taksne situacije so
pogoste, kadar so atributi med seboj mo¢no povezan.

Poskust saM: POMEMBNI IN NEPOMEMBNI ATRIBUTI.

Ustvari podatke po postopku iz multivariatnega primera (random.seed(42),
n=1000, y odvisen le od prvih treh atributov). Podatkom dodaj pet naklju¢-
nih atributov, ki niso povezanih z y. Nau¢i model LinReg(n_inputs=8) in
atribute razvrsti glede na absolutno vrednost ocenjenih uteZi. Preveri, ali

so med tremi najviSje uvrs¢enimi res prvi trije atributi. Kaj opazi$ pri pre-
ostalih?

Poskusi saM: KDAJ LINEARNI MODEL NI DOVOLJ?

Generiraj podatke iz preproste nelinearne zveze, na primer y = x% + ¢,
nanje nauci linearni model ter z grafom napovedi in ostankov pokazi,
kako lahko iz strukture napak prepoznas, da izbrana oblika modela

ni ustrezna.




Regularizacija in izbor znacilk

V prejsnjem poglavju smo uporabili ra¢unske grafe in gradientni
sestop za implementacijo linearne regresije in zakljucili pri razlagi. To
je, skusali smo interpretirati model s staliS¢a utezi, ki jih je ta dodeli
posameznim atributom. Na primeru podatkov s podro¢ja zdravstva
smo na primer ugotovili, da ima pri¢akovano najpomembnejsi atribut
dejansko najvisjo utez, a da hkrati model tudi kombinira vrsto drugih
atributov tako, da ustrezno popravi model. Pri tem so nas vsekakor
“zmotile” tudi visoke korelacije med atributi in pa morda to, da
so pri uteZeh upostevani prav vsi atributi iz u¢ne mnoZice. To je,
prav vsi atributi so imeli nenicelne uteZi oziroma smo za uporabo

modela morali upostevati vse atribute. Fino bi recimo bilo, ¢e bi x y
model vseboval samo nekatere atribute in bi ostali imeli uteZ ni¢ ter T 019 028
bili na ta na¢in izlo¢eni iz modela. Tak model bi bil enostavnejsi za 009 024
uporabo (vanj bi ob uporabi lahko vnesli manj podatkov), morda 8:;2 8123
razumljivsi, vsekakor pa bi tudi informacija o tem, katerih atributov 059 071
ne uposteva, bila lahko koristna. g'gg 83;
Zgornjo idejo izloc¢itve dolocenih vhodnih spremenljivk iz modela 068  0.62
lahko implementiramo s pomoc¢jo postopka, ki se imenuje regulariza- g-gg gié

cija. A preden jo vpeljemo, za¢nimo s primerom, kjer lahko dodatni
atributi mo¢no Skodijo ucenju.
Tabela 2: U¢ni podatki.

Polinomska regresija

Zacnemo s podatki v tabeli 2| Ti podatki niso prav ni¢ posebnega,
razen po navidezni neprimernosti za linearno regresijo, kar kaze tudi
spodnja slika.
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0.7 L4 o data
— fit

Slika 1: Linearna regresija nasih
zacetnih podatkov iz tabele 2| ne
modelira najbolje.

0.6

0.5

0.4

0.3

Rekli bi lahko, da se te podatke ne da modelirati z linearno regre- X * y
sijo. Ali pa&? V tabelo dodajmo nov, izvedeni atribut x? in naj bo tako 019 0.04 028
. . .. . .- 0.09 0.01 0.24
dopolnjena tabela vhod za linearno regresijo. Ta bo poiskala uteZzi 016 003 048
atributov za model 034 012  0.60

0.59 0.35 0.71

> 0.87 0.76 0.51

Y = wp + wix + wax”. 089 079 037
0.68 0.46 0.62
S tem smo v modelu linearne regresije dodali dodatni atribut. Po 036 013 051
obliki na$ model sicer ni ve¢ linearen v spremenljivki x, temvet je 082 067 048
kvadraten polinom. Pomembno pa je, da je model Se vedno linearen
v parametrih (wy, w1, wy), zato lahko zanj uporabimo povsem enak Tabela 3: Prejsnji tabeli podat-
postopek ucenja kot prej, torej linearno regresijo. kov (tabela[2) smo dodali novo
Rezultate ucenja takega modela lahko znova upodobimo v rav- kolono oziroma nov atribut, ki
nini (x,y), kot to kaze spodnji graf. Odli¢no! Model se sedaj dobro smo ga izratunali iz kolone x.

prilega u¢nim podatkom. Tudi vrednost cenovne funkcije, ki jo v li-

0.7 ° ° d.ata
— fit

Slika 2: Tudi ta model je line-

06 arna regresija.

0.44

0.31

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

nearni regresiji minimiziramo (povprecna vsota kvadratov napak), je
veliko manjsa kot v primeru, ko v tabelo nismo dodali nove spremen-
ljivke. In sicer se je iz 0.018 za osnovne podatke zmanjsala na zgolj
0.005.

Nih¢ce nas sicer ne ovira, da z dodajanjem atributov ne nadalju- Tovrstno raziritev uéne mnoZice
imenujemo polinomska razsiritev, trik,
ko to zdruZzimo z linearno regresijo pa
polinomska regresija
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3 ,4
/x/

jemo. Lahko bi namre¢ dodali Se potence viSjega reda. Recimo x
vse do recimo x”. Cenovno funkcijo smo uspeli e malo zmanjsati,

tokrat na 0.003. Uspesno, torej!?

0.9

Slika 3: In tudi to je linearna

0.8

regresija.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
X

Zelja po zmanj$anju cenovne funkcije nas je privedla (skoraj) do Kaj bi se zgodilo pri dodajanju atribu-

tov do polinoma devete stopnje, torej

o do totke, ko bi vkljugili tudi x°. Koliko

kot tak za napovedovan]e ni vec uporaben. bi bila vrednost kriterijske funkcije
takrat? Zakaj?

ekstrema. Model se je pricel popolnoma prilagajati uéni mnozici in

Regularizacija L2

Ce si pri zgornjem primeru nekoliko podrobneje ogledamo utezi
modela, opazimo zanimiv pojav. Pri modelu druge stopnje so uteZi
Se razmeroma majhne. Ko pa za¢nemo dodajati nove atribute, torej

3, x4, x° in tako naprej, uteZi hitro postanejo zelo velike.

potence x
Nekatere so pozitivne, druge negativne, njihove absolutne vrednosti
pa lahko postanejo tudi ve¢ tisockrat, tudi desettisockrat vecje od
vrednosti vhodnih spremenljivk.

To tudi pojasni, zakaj postaja funkcija y(x) oziroma njena odvi-
snost od vhodne spremenljivke x ¢edalje bolj zapletena. Velike utezi
pomenijo, da lahko Ze zelo majhna sprememba vhodne spremen-
ljivke x povzroéi veliko spremembo v napovedani vrednosti y. Model
zato zacne slediti vsaki malenkostni spremembi v u¢nih podatkih
in s tem pravzaprav modelira tudi Sum. Dobljeni model tako sicer
zelo dobro prilega uéni mnozici, a postaja za napovedovanje novih
primerov neuporaben.

Opazovanje vrednosti utezi pri dodajanju atributov, kot smo jo
opazili zgoraj, nas vodi k naslednji ideji. Poleg Zelje k dobremu pri-
leganju u¢nim podatkom si pri gradnji linearnega modela lahko
zaZelimo tudi, da so uteZi modela ¢im manjSe ter da je model na ta
nadin enostavnejsi. V cenovno funkcijo moramo zato poleg napake
modela vklju¢iti Se kazen za velike utezi. Ker nas pri tem ne zanima,
ali je utez pozitivna ali negativna, utezi kvadriramo. Pri tem obicajno
izpustimo uteZ wy, saj ta predstavlja zgolj zacetno vrednost funkcije.
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Cenovna funkcija linearne regresije tako postane

p
(yi =9 + A Z% w?.
]:

J(w) =

S| =
VMS

Il
—_

1

Prvi ¢len cenovne funkcije je enak temu, ki ga Ze poznamo, torej
povprecni kvadrirani napaki napovedi. Drugi ¢len pa kaznuje velike
utezi. Ker gre za vsoto dveh ¢lenov, ki nista v enakih merskih enotah
in tudi konceptualno razli¢na, moramo drugi, novi ¢len ustrezno ute-
ziti. To storimo s parametrom A, ki mu pravimo stopnja regularizacije.
V implementaciji za regularizacijo torej spremenimo samo izratun
funkcije izgube znotraj razreda LinReg, ki implementira linearno
regresijo:

def loss(self, xs, ys):
yhats = [self(x) for x in xs]
loss = sum([(y - yhat)**2 for y, yhat in zip(ys, yhats)]) \
/ Value(len(xs))
loss += self.reg_strength x sum([wx*2 for w in self.weights]) \
/ len(self.weights)
return loss

Funkcija loss predpostavlja, da smo v razredu primerno inicializirali
spremenljivko self.reg_strength. Regularizacijski ¢len smo dodatno
tudi delili s Stevilom uteZi modela, kjer se spomnimo, da sem ni
vklju€enega ¢lena self.b.

Pri stopnji regularizacije A = 0 (to je, ko je self.reg_strength
enak 0.0) dobimo natanko isti model kot pri navadni linearni regre-
siji. Ko vrednost A povetujemo, zacne kazen za velike uteZi postajati
vedno pomembnejSa. Model zato raje izbira manjSe utezi, posledi¢no
pa postaja funkcija y(x) bolj gladka in enostavnej$a. Kaj pa se zgodi,
e stopnjo regularizacije pove¢amo na zelo veliko vrednost? V tem
primeru drugi ¢len v cenovni funkciji prevlada in model tezi k temu,
da so vse utezi ¢im bliZje nic.

Koliksna bo v tem primeru vrednost wy? Cenovno funkcijo lahko
takrat zapisemo kot

n

Jawo) = 5 Y~y — wo)®

i=1

Pois¢imo minimum te funkcije. Odvajamo po wy:
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Od tod sledi

oziroma

Vidimo torej, da bo model pri zelo veliki stopnji regularizacije
napovedoval kar povpre¢no vrednost u¢nih podatkov y. Kar je silno
zanimivo: popolnoma zglajeni model, oziroma najbolje enostaven
model, je torej napoved s povprecno vrednostjo.

Postopek, ki smo ga pravkar opisali, imenujemo regularizacija. Ker
pri tem kvadriramo uteZi, govorimo natan¢neje o L2 regularizaciji. Ta

pristop je v literaturi pogosto znan tudi kot grebenska regresija (angl.

ridge regression).

Ocenjevanje tocnosti modela z R?

Pomudimo se $e malo pri napovedovanju s povpre¢no vrednostjo na

uéni mnozici. Oziroma, pri najenostavnejsem regresijskem modelu, ki
ga torej zgradimo brez upostevanja vrednosti atributov. Pri¢akujemo,

da bodo modeli, ki bodo upostevali te vrednosti bolj to¢ni, oziroma
da bo njihova napaka manjSa. Smiselno bi zato bilo oceniti razmerje
med napako, ki jo dobimo pri atributno informiranem modelu in na-

$im osnovnim modelom, kjer napovedujemo s povprecno vrednostjo:

Y (i — 1)
iy =9’

Kjer je §; napoved nasega modela, § = % Y. 1 Yi pa povpretna
vrednost ciljne spremenljivke. Ce je vrednost tega koli¢nika blizu 0,
pomeni, da je nas model bistveno bolj$i od napovedovanja s povpre-
gem. Ce je enaka 1, je model enako dober kot osnovni model, ¢e pa
je vecja od 1, je celo slabsi.

Ker si Zelimo mero, pri kateri ve¢je vrednosti pomenijo bolj$i mo-

del (najbolje blizu 1) in slabse vrednosti bliZje 0, ta koli¢nik odStejemo

od 1 in dobimo mero R?:

Yisa(vi— yAi)z.
Y (vi — 9)?

Mera R? je pogosto bolj primerna od mer, kot je RMSE, ker je

RP=1-

brezrazseZzna in vedno v enakem razponu, torej med o in 1, ter zato
omogoca primerjavo to¢nosti med razli¢nimi podatkovnimi mnozi-
cami ali problemi. Medtem ko RMSE podaja napako v enotah ciljne
spremenljivke, R? izraZa, koliksen deleZ variance podatkov pojasni

Ime izhaja iz oblike optimizacijskega
problema: dodatek (A ) w]Z) spremeni
povrsino cenovne funkcije tako, da

ima izrazit greben (angl. ridge) vzdolz
smeri, kjer so parametri slabo dolo¢eni
zaradi mo¢ne korelacije med atributi.
Regularizacijski ¢len ta “greben” zaobli,
zato ima problem enoli¢no resitev in
uteZi ostanejo omejene.

Pa je to res? Je moZno, da bi kaksen
model napovedoval slabse od naje-
nostavnejSega modela? Bo to tako na
uéni mnozici primerov ali na novih
primerih?
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model, kar je pogosto bolj intuitivno. Poleg tega R? neposredno pri-
merja model z osnovnim pristopom napovedovanja s povprecjem,
zato takoj pove, ali model dejansko prinasa izboljsavo.

Poskust sAM: NEGATIVEN R? NA TESTNT MNOZICI.

Pripravi majhno univariatno u¢no mnozico, jo razdeli na u¢no (npr. 70%)
in testno, in neposredno iz u¢ne mnozice zgradi model direktno ali pa s
polinomsko razsiritvijo razli¢nih stopenj. Napovedi ovrednoti na testnih
podatkih z lastno implementacijo R?. Pois¢i primer delitve podatkov ali
stopnje polinoma, pri katerem je testni R2 negativen. Zakaj model v tem
primeru napoveduje slabse od konstantnega modela, ki bi vrnil povprecje
uénih ciljnih vrednosti?

PosKUSI SAM: NEGATIVEN RZ PRI NAPOVEDIH S SREDNJO VREDNO-
STJO.

Podobno kot zgoraj, le da napoveduje$ s srednjo vrednostjo odvisne spre-
menljivke u¢ne mnoZice. Pri¢akovana vrednost R? na testni mnoZici je o.
Kaj v resnici dobis? Preveri, kako je to odvisno od velikosti uénih mnozic.

Regularizacija L1

Pri L2 regularizaciji smo kaznovali velike utezi tako, da smo v ce-
novno funkcijo dodali vsoto njihovih kvadratov. UteZi so se zato
sicer zmanjsale, vendar praviloma nobena od njih ni postala natanko
enaka ni¢. Model je tako Se vedno uporabljal vse atribute, le z neko-
liko manjgimi utezmi. Ce pa je na$ cilj, da bi model nekatere atribute
povsem izlo¢il, potrebujemo nekoliko drugacen pristop. Namesto
kvadratov uteZi lahko v cenovno funkcijo vklju¢imo vsoto njihovih
absolutnih vrednosti. Dobimo cenovno funkcijo

J(w) =

|-
AM:

i=1

p
(yi—9:)*+A 21 |-
]:

Kaj se zgodi, ko povetujemo stopnjo regularizacije A? Podobno
kot prej za¢ne model raje izbirati manjSe utezi. A tokrat se zgodi Se
nekaj zanimivega: nekatere uteZi postanejo natanko enake ni¢. Tak
atribut model dejansko ne uporablja ve¢. Lahko bi rekli, da smo ga iz
modela izlo¢ili.

Zato ima L1 regularizacija zelo prakti¢no lastnost: poleg omejeva-
nja kompleksnosti modela hkrati opravlja tudi izbor znacilk. Model
sam odloc¢i, katere vhodne spremenljivke so za napoved pomembne
in katere lahko mirno zanemari.

Ce stopnjo regularizacije e naprej povetujemo, bo uteZi, ki so raz-
licne od ni¢, vedno manj. Pri zelo velikih vrednostih A bo na koncu
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ostala le Se uteZ wj, model pa bo znova postal konstanta, ki napove-
duje povpre¢no vrednost u¢nih podatkov.

Postopek, ki smo ga pravkar opisali, imenujemo L1 regularizacija.
V statisti¢ni literaturi je znan tudi pod imenom LASSO (angl. Least
Absolute Shrinkage and Selection Operator). Njegova posebnost je prav v
tem, da poleg regularizacije omogoca tudi avtomatski izbor atributov,
kar je v praksi pogosto zelo uporabno. Implementacija te regulariza-
cije v nacelu spet spremeni samo izra¢un kriterijske funkcije. Spodaj
je ta funkcija, ki implementira obe do sedaj omenjeni regularizaciji:

def loss(self, xs, ys):
yhats = [self(x) for x in xs]

loss = sum([(y - yhat)**x2 for y, yhat in zip(ys, yhats)]) \
/ Value(len(xs))
if self.reg == '11":
loss += self.reg_strength * sum([abs(w) for w in self.weights]) \
/ len(self.weights)
elif self.reg == '12":
loss += self.reg_strength * sum([w+*x2 for w in self.weights]) \
/ len(self.weights)
return loss

Za tipi¢ne primere je zgornje dovolj, ¢e pa Zelimo prehod k ni-
¢elnim vrednostim uteZi Se dodatno spodbuditi, lahko to storimo
neposredno v postopku gradientnega sestopa. Po posodobitvi pa-
rametrov dodamo $e korak, kjer majhne vrednosti utezi postavimo
na ni¢. Intuitivno gledano ta korak “potisne” uteZi proti ni¢: ce je
njihova absolutna vrednost manj$a od praga, jih nastavimo na nic¢.
Ta postopek pogosto imenujemo krcenje (angl. shrinkage) in Se okrepi
lastnost L1 regularizacije, da izlo¢a nepomembne atribute.

if model.reg == '11":
shrink = learning_rate x model.reg_strength
for p in model.parameters():
if abs(p.data) < shrink:
p.data = 0

Graficna primerjava regularizacij

Regularizacijo lahko razumemo tudi nekoliko drugace. Namesto
da regularizacijski ¢len dodamo cenovni funkciji, lahko problem
zapiSemo kot optimizacijo z omejitvijo:

1 2 . .
~ 2 (yi—9:)°  pripogoju  R(w) <s.

min
w b
i=1

43
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Pri tem funkcija R(w) doloca velikost uteZi, parameter s pa ome-
juje, kako velike te utezi smejo biti.

Ce imamo le dve uteZ, w; in w;, lahko ta problem prikazemo v
ravnini (wy,w;). Izolinije napake (brez regularizacije) so elipse. Re-
Sitev dobimo v tocki, kjer se najniZja elipsa prvi¢ dotakne dovoljene
mnoZzice uteZi.

Pri L2 regularizaciji je omejitev

w%+w%§s,

kar v ravnini predstavlja krog. Dotik z elipso se zato obi¢ajno
zgodi nekje na gladkem robu kroga, tako da so uteZi sicer manjse,
vendar praviloma nobena ni natanko enaka nic.

Pri L1 regularizaciji pa omejitev postane

|w1| + wa| <s,

kar v ravnini (wj,w;) tvori romb. Ker ima romb ostre vogale na
koordinatnih oseh, se elipse pogosto dotaknejo prav v enem od teh
vogalov. V taksni tocki pa je ena od utezi natanko enaka nic.

PosKUSI SAM: REGULARIZACIJSKA POT IN NESTABILNOST IZBORA
ZNACILK.

Ustvari sinteti¢no regresijsko mnoZico podatkov z nekaj resni¢no informa-
tivnimi znacilkami, ve¢ nepomembnimi in skupino moc¢no koreliranih ko-
pij ene pomembne znacilke. Regularizacijska pot je zaporedje ocen uteZi pri
nara$¢ajocih vrednostih A; za vsako A nau¢i model z regularizacijo L1 ali
L2 ter izrisi odvisnosti vrednosti uteZi za posamezne atribute v odvisno-
sti od stopnje regularizacije. Pri L1 spremljaj, katere uteZi postanejo ni¢elne
in kdaj. Poskus ponovi z vsaj tremi razli¢nimi podatkovnimi mnoZzicami.

Poskust sAM: KORELIRANE ZNACILKE.

Ustvari sinteti¢no regresijsko mnoZzico podatkov, pri kateri je ciljna spre-
menljivka odvisna od treh atributov. V podatke dodaj ve¢ atributov, ki so
mo¢no korelirani s posameznim izbranim atributom iz originalne mnoZzice.
Nau¢i model z L1 regularizacijo pri izbrani stopnji regularizacije A. Uce-

nje ponovi veckrat zapored (npr. z razli¢nimi nakljué¢nimi zacetnimi utezmi).
Preveri, ali Lasso med koreliranimi znaéilkami vedno izbere isto. Kaj ti ugo-
tovitve povejo o razlagi modela z ni¢elnimi uteZmi?
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Poskusi saM: KOLIKO PODATKOV POTREBUJEMO ZA ZANESLJIV
IZBOR ZNACILK?

Na sinteti¢nih podatkih z nekaj pomembnimi in veliko nepomembnimi zna-
¢ilkami (recimo, 3 pomembne in 50 naklju¢nih znacilk) ponovi L1-regulariziran
izbor pri razli¢nih velikostih uéne mnoZice ter spremljaj, kako pogosto mo-

del izbere prave znacilke.

Regularizacija in tocnost na ucni in testni mnoZici

Zaenkrat smo to¢nost modelov ocenjevali le v postopku optimizacije,
kjer smo si, nekoliko naivno, prizadevali, da u¢ne podatke modeli-
ramo ¢im bolj to¢no. Regularizacija seveda ta koncept ukine in doda
“potenciometer”, ki pove, kak$no naj bo razmerje med enostavno-
stjo in to¢nostjo. Na u¢ni mnoZici bo dvig stopnje regularizacije torej
kvaril model s staliS¢a to¢nosti na u¢nih podatkih. Kako pa bo regu-
larizacija vplivala na to¢nost na testnih podatkih?

Opazujmo ta razmerja na poskusu. MnoZico podaktov o delezu
telesne mascobe, ki smo jo uporabili Ze v prejSnjem poglavju, bomo
tokrat razdelili na u¢ne in testne podatke. Da bo vpliv regularizacije

izrazitej$i , bomo iz podatkov vzor¢ili zelo majhno u¢no mnozico in Zakaj bi take delitev podatkov
vse ostale podatke pustili za testiranje: izraziteje pokazala na vpliv
regularizacije?

df = pd.read_csv("body-fat-brozek.csv")
feature_names = df.columns[1:].tolist()
ys = df.iloc[:, 0].tolist()

X = df.iloc[:, 1l:].values.tolist()

X_arr = np.array(X)

mean = X_arr.mean(axis=0)

std = X_arr.std(axis=0)

X_norm = ((X_arr - mean) / std).tolist()

X_train, X_test, y_train, y_test =
train_test_split(X_norm, ys, test_size=0.95, random_state=42)

Podatke smo, kot je razvidno iz zgornjega, pred ucenjem tudi stan-
dardizirali. Tovrstna normalizacija podatkov nam omogo¢a hitrejSo
konvergenco gradientnega sestopa, saj so vse znacilke na po velikosti
primerljive in je prostor optimizacije bolj enakomernen, kar prepre-
¢uje cik-cakasto napredovanje in pospesi pribliZevanje minimumu.
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Poskust sam: Ko JE POMEMBNA ZNACILKA NA NAPACNI SKALI.

Ustvari podatke, kjer imajo atributi zelo razli¢ne merske lestvice, primer-
jaj L1 in L2 regularizacijo pred standardizacijo in po njej ter razloZzi, zakaj
regularizacija brez ustreznega skaliranja lahko neenakovredno kaznuje uteZi.

Sledi poskus, kjer model gradimo pri razli¢nih stopnjah regulariza-
cije in izpisujemo to¢nost tako na uc¢ni kot na testni mnozici:

reg_strengths = [0.001, 0.05, 0.01, 0.1, 0.5, 1, 5, 10, 20, 30]
for reg_strength in reg_strengths:

lr = LinReg(n_inputs=len(feature_names), reg="11",

reg_strength=reg_strength)
model = train(lr, X_train, y_train, n_epochs=1000,
batch_size=None, learning_rate=0.01)
# print("Weights (most to least important):")
# print_weights(model, feature_names)

# evaluate the model on the training and testing sets
y_pred_train = [model(xi).data for xi in X_train]
r2_train = r2_score(y_train, y_pred_train)

y_pred_test = [model(xi).data for xi in X_test]
r2_test = r2_score(y_test, y pred_test)

non_zero_weights = len([w for w in model.weights if w.data != 0])
print(f"lambda: {reg_strength:5.2f}, R2: {r2_train:.3f} & " \
"{r2_test:.3f}, non-zero weights: {non_zero_weights}")

Rezultat kaZze monotono padanje to¢nosti na u¢ni mnozici pri
veanju stopnje regularizacije:

lambda: 0.00, R2: 0.925 & 0.493, non-zero weights: 14
lambda: 0.05, R2: 0.927 & 0.490, non-zero weights: 13
lambda: 0.01, R2: 0.933 & 0.398, non-zero weights: 14
lambda: 0.10, R2: 0.929 & 0.472, non-zero weights: 14
lambda: 0.50, R2: 0.898 & 0.518, non-zero weights: 7
lambda: 1.00, R2: 0.889 & 0.540, non-zero weights: 8
lambda: 5.00, R2: 0.756 & 0.484, non-zero weights: 2
lambda: 10.00, R2: 0.725 & 0.592, non-zero weights: 3
lambda: 20.00, R2: 0.564 & 0.453, non-zero weights: 1
lambda: 30.00, R2: 0.496 & 0.414, non-zero weights: 1

Popolnoma drugace pa je na testni mnoZici, kjer je model najbol;
tocen pri regularizaciji z A = 10. Podobno obnasanje bi dobili tudi pri
regularizaciji L2, a to in dodatne poskuse prepus¢amo bralcu. Postavi
pa se vprasanje, kako pois¢emo stopnjo regularizacije tako, da bo ta
vodila k modelu, ki bo kar najbolj primeren za nove podatke.
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Poskust saM: PREVEC REGULARIZACIJE.

Na isti u¢ni in testni mnozZici postopoma povecuj A od skoraj ni¢ do zelo
velike vrednosti ter izridi udni in testni R?, §tevilo neni¢elnih uteZi in po-
is¢i obmodje, kjer regularizacija pomaga, ter tocko, kjer za¢ne model zaradi
prevelike poenostavitve izgubljati napovedno moc¢.

Kako poiscemo pravo stopnjo reqularizacije

V bistvu tezko in moramo pri tem biti zelo previdni, e posebej ker
Zelimo porocati tako o “pravi” stopnji regularizacije kot tudi o oceni
tocnosti tako dobljenega modela. Tu bomo predpostavili, da is¢emo
stopnjo regularizacije tako, da to izbiramo iz nekega seznama in
gledamo, kdaj nas model dosega najbolsi rezultat na neki lo¢eni
mnozici. Tako kot smo to storili v prejSnjem razdelku. Tam smo
najboldi model dobili pri A = 10, njegova to¢nost na u¢ni mnoZici je
bila R? = 0.592. Torej izberemo tako zgrajeni model in napovemo, da
bo njegova to¢nost na novih primerih predvidoma R? = 0.592?

Ne. Ta ocena je pristranska, saj smo stopnjo regularizacije izbrali
prav na podlagi testne mnoZice, ki je bila s tem “porabljena” za uce-
nje. Tak$na ocena to¢nosti je zato preve¢ optimisti¢na in ne odraza
dejanske uspesnosti modela na novih podatkih.

Nadvse pomembno: ucenje tokrat ni samo gradnja linearnega
modela, ampak vklju¢uje tudi izbor primerne stopnje regularizacije.
Vse to skupaj moramo torej preveriti in to¢nost oceniti na neodvisni
testni mnozici.

Da bi se torej pristranosti pri oceni to¢nosti izognili, moramo po-
datke razdeliti $e na dodatno testno mnozico. Podatke bomo torej
razdelili na tri disjunktne mnoZice:

1. uéna mnoZzica (recimo 70% podatkov), na kateri model, pri dani
stopnji regularizacije nau¢imo,

2. validacijska mnoZica (npr. 15%), na kateri opazujemo to¢nost
modela pri dani stopnji regularizacije in ki nam omogoc¢a izbor
primerne stopnje, torej tiste, pri kateri je na validacijski mnozZici
regulariziran model najbolj tocen,

3. testna mnoZica (npr. 15%), na kateri na koncu ocenimo to¢nost

modela.

Zgornjo delitev mnoZice podatkov uporabimo za oceno to¢nosti
postopka ucenja. To je torej to¢nost, ki jo ocenimo na testni mnoZici.
Rabimo pa porocati o kon¢nem modelu. Ta bi bil lahko tisti, ki je bil
zgrajen s parametri, ki so vodili do najboljSe to¢nosti na validacijski
mnozici najboljsi. A tak model je bil naucen le na uéni mnozici in
zato ne izkoris¢a vseh razpolozljivih podatkov. Za gradnjo kon¢nega

47
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modela lahko zato izhajamo iz vseh podatkov, te tokrat delimo samo
na ucno in validacijsko mnoZico in ponovimo celotni postopek izbora
stopnje regulacije.

Delitev na uc¢no in valicijsko mnoZico pri zadnjem koraku je po-
trebna zato, ker na$ postopek gradnje modela temelji na taki delitvi
in posledi¢no oceni primerih meta-parametrov u¢enja. Da ponovimo:
postopek gradnje naSega modela tokrat ni samo linearna regresija,
ampak vkljucuje tudi korake izbora stopnje regularizacije. Model,
ki ga na koncu Zelimo uporabljati oziroma o katerem bomo porocali
torej ni samo rezultat ene optimizacije, ampak rezultat celotnega po-
stopka, ki vkljucuje tudi izbor stopnje regularizacije. Ta postopek pa
po definiciji potrebuje delitev na u¢no in validacijsko mnoZico.

Za konec, opisimo zgoraj predlagani postopek s pseudokodo:

# accuracy estimation
split data to train, validation, test
for reg in lambdas:
model = fit(train, reg)
score[reg] = evaluate(model, validation)
choose best reg
score = evaluate(fit(train, best_reg), test)

# derivation of final model
split data to train, validation
for reg in lambdas:
model = fit(train, reg)
score[reg] = evaluate(model, validation)
choose best reg
model = fit(train, best_reg)

Kar komplicirano je Ze zdaj. Je pa tu Se en problem. Zgornje je na-
mre¢ primerno za res velike podatke, pri manjsih pa bo sama razde-
litev na podmnozice lahko zelo vplivala na oceno to¢nosti. Pri slednji
bi si lahko pomagali s pre¢nim preverjanjem, in podali oceno tako, da
bi bila ta povprecje ve¢ eksperimentov. Bi znali zgornje spremeniti na
ustrezen nacin in vkljuciti pre¢no preverjanje?

Poskust sAM: UHAJANJE INFORMACIJ PRI STANDARDIZACIJI IN
IZBORU A.

Uporabi podatke o stopnji telesne mascobe iz poglavja, a jih omeji na majhno
mnoZico (npr. prvih 50 primerov). Iz nje lo¢i majhno u¢no mnozico (npr.

10 primerov); testha mnoZica so vsi preostali primeri (npr. 40). Primerjaj

dva postopka: (1) nepravilnega, kjer standardiziras vseh 50 primerov pred
delitvijo, izbere$ A z najvigjim R? na testni mnozici in to vrednost poro¢as
kot oceno uspesnosti; (2) pravilnega, kjer najprej lo¢i$ u¢no in testno mno-
Zico, iz uénih primerov loci$ e validacijsko mnoZico (npr. 3), standardizi-
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ra$ le z u¢nih podatkov, A izbere$ na validacijski mnoZici in to¢nost enkrat
oceni$ na testni mnoZici. Primerjaj testne ocene R? in razlozi, zakaj mora
biti tudi izbira regularizacije biti izvedena na u¢ni mnozici.






Glavne komponente

V prejsnjih dveh poglavjih smo spoznavali neposredne koristi pri-
stopa k analizi podatkov, kjer za dani model in kriterijsko funkcijo
uporabimo strojno odvajanje in gradientni sestop in potem uzivamo
v rezultatih. Model je bil v prejsnjih dveh poglavijih isti in silno eno-
staven. Linearna regresija ima prednost, da je model berljiv in podan
z uteZmi, z uporabo enostavnega trika, regularizacije, pa ga lahko Se
dodatno zgladimo (regularizacija L2) ali pa poenostavimo (regulari-
zacija L1).

Lahko podoben pristop uporabimo za nek popolnoma drugacen
model? Tu ne mislimo na napovedne modele, ampak, na primer,
na model projekcije ali pa vlozitve podatkov. Lahko, ampak da ne
prehitevamo: v tem in naslednjem poglavju bo govora o zmanj$anju
dimenzij. Tu, v tem poglavju, z iskanjem projekcij, v naslednjem pa z
vloZitvami. A za¢nimo na zacetku, s primerom in motivacijo.

Razprsenost in varianca

Prikazana sta dva primera dvodimenzionalnih podatkov. Pri obeh
primerih smo podatke standardizirali. Pri prvem so podatki razpr-
Seni po vsem podatkovnem prostoru, pri drugem imajo strukturo, saj
sta atributa korelirana, njuna kovarianca je -0.9.

3 ‘ Slika 4: Dva primera standardi-
ziranih podatkov, prvi (levo) s
kovarianco 0 in drugi s kovari-

x2

anco —0,9.

Pri generiranju dvodimenzionalnih normalno porazdeljenih podat-
kov z dolo¢eno kovarianco nam je pomagal numpy:
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def generate_2d_normal(n, rho, rnd_seed=42):
np.random.seed(rnd_seed)
cov = np.array([[1.0, rhol, [rho, 1.0]1)
data = np.random.multivariate_normal(mean=[0, 0], cov=cov, size=n)
mean = data.mean(axis=0)
std = data.std(axis=0)
return (data - mean) / std

Zeleli bi ugotoviti, v kateri smeri se podatki raztezajo, oziroma
katera je smer, kjer so podatki najbolj razprseni. Za na$ primer s
kovarianco —0.9 spodaj sta prikazani dve taki smeri, podani z dvema
smernima vektorjema 4 in b.

Slika 5: Dve kandidatni smeri,
po katerih lahko opazujemo
razprsenost podatkov.

Ocitno so podatki bolj razprSeni v smeri vektorja a. A kako to
pokaZemo matemati¢no? RazprSenost v statistiki merimo z varianco.
Za enodimenzionalne podatke zy, ..., z, je varianca definirana kot

1 n
Var(z) = — — %)%
()= 3 (:-2)
i=1
Ce Zelimo meriti razprenost v dologeni smeri, podatke projici-
ramo na enotni smerni vektor u, kjer velja |u| = 1. Vektor u izberemo
kot smer v prostoru (npr. kandidatna smer a ali ), ki jo Zelimo anali-

zirati. Za smer a bo smerni vektor u = ﬁ

Naj bodo podatki zapisani v matriki X € R"*?, kjer vsaka vr-
stica predstavlja en primer. Ker so nasi podatki dvodimenzionalni,
ima matrika X dve koloni. Projekcija podatkov na smer u je potem
podana kot

Xu = Xu,

kjer X;, € R" predstavlja (enodimenzionalno) projekcijo nasih po-

datkov. Smerni vektor u tudi dolo¢a utezi vhodnih atributov in torej Znova smo pri linearni kombinaciji atri-
butov! Tudi tu ponovno sre¢amo uteZi.

njihovo linearno kombinacijo. ) ¢
Vodi to k interpretaciji rezultatov?

Za oba na$a smerna vektorja lahko sedaj ugotovimo, kaksna je
varianca, ¢e podatke projiciramo na smeri, ki jih dolocata:



X = generate_2d_normal(n, rho=rho)
a =np.array([-1.0, 1.0])
b = np.array([-1.0, 3.0])
for v in [a, b]:
var = projected_variance(X, v)
print(f"Projected variance along ({v[0]}, {v[11}): {var:.3f}")

Rezultat je pricakovan, podatki na projekciji na vektor a so bolj
razprseni:

Projected variance along (-1.0, 1.0): 1.902
Projected variance along (-1.0, 3.0): 1.541

Lahko smerni vektor projekcije, kjer bi bili podatki najbolj razpr-
Seni, poiS¢emo algoritmi¢no? Lahko. Postopek se imenuje analiza
glavnih komponent in jo bralec najbrz pozna, a bi jo tu (seveda) radi
izvedli z gradientnim sestopom in z uporabo strojnega odvajanja.

Iskanje glavne komponente
Naj bo torej u smer, na katero projiciramo podatke. Is¢emo u, kjer
so podatki najbolj razprseni, torej kjer je varianca projekcije najvedja.

Najprej zapis$imo varianco projiciranih podatkov:

(x w)?,

=

Var(X,) =

S| -

1

kjer smo upostevali, da so podatki standardizirani in centrirani, zato
je povprecje projekcije enako 0. To lahko zapiS$emo v matri¢ni obliki
kot 1

Var(X,) = ;uTXTXu.

Dolo¢imo kriterijsko funkcijo
1
J(u) = EuTXTXu,

ki meri razprSenost podatkov v smeri u. Is¢emo tak u, ki maksimizira
J(u), ob pogoju |u| = 1. Tako dobimo optimizacijski problem

max J(u) pripogoju |u| =1,
u

ki ga lahko resujemo z gradientnim sestopom (oziroma vzponom),
pri ¢emer bomo morali po vsakem koraku vektor, ki osveZi elemente
vektorja u, ta vektor normirati, da zagotovimo, da ostane enoten.

Opisano funkcionalnost implementirajmo v razredu PCA1D. Pri tem
skuSamo slediti strukturi implementacije linearne regresije, tako da
ne spreminjamo ni¢esar v nasi implementaciji gradientnega sestopa
oziroma v funkciji train.
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Pri tem zapisu smo si pomagali z
dejstvom, da, &e je z skalar, velja z =
zT. Kako nam to pomaga?

Malo nevse¢no je, da moramo zato
med parametre funkcije izgube vkljuciti
ys, a spremembe funkcije train, ki

bi omogocala klice brez ys in hkrati
omogocala optimizacijo za linearno
regresijo in iskanje glavne komponente
prepusc¢amo bralcu.
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class PCA1D:
def __init__(self, n_inputs, rnd_seed=42):
rng = random.Random(rnd_seed)
self.u = [Value(rng.uniform(-1, 1), label=f"u{il}") \
for i in range(n_inputs)]
self.normalize_u()

def parameters(self):
return self.u

def _dot(self, a, b):
return sum(ai * bi for ai, bi in zip(a, b))

def normalize_u(self, eps=le-8):
nrm = (self._dot(self.u, self.u) + eps) *x 0.5
self.u = [ui / nrm for ui in self.u]

def loss(self, xs, ys=None):
self.normalize_u()
total = Value(0.0, label="proj_var_sum")
for x in xs:
z = self._dot(x, self.u)
total += zxx*2
variance = total / len(xs)
return -variance

def batch_loss(self, xs, ys=None, m=20):
indices = random.sample(range(len(xs)), m)
batch_xs = [xs[idx] for idx in indices]
return self.loss(batch_xs, ys=None)

def explained_variance(self, xs):
return -self.loss(xs, ys=None).data

def __repr__(self):
self.normalize_u()
return "PCAID (u=[" + \
", ".join(f"{ui.data:.3f}" for ui in self.u) + "])"

V kodi smo kriterijsko funkcijo obrnili v izgubo tako, da minimizi-
ramo —J(u) namesto da bi maksimizirali J(u). To nam omogoca, da
brez sprememb uporabimo isti postopek ucenja kot prej. Ker mora
biti u enotni smerni vektor, ga v funkciji normalize_u po vsakem
osveZevanju normiramo. Metoda loss tako izra¢una negativno vari-
anco projekcij podatkov na smer u, gradientni sestop pa naj bi nato
poiskal smer, v kateri je ta varianca najvedja.

Uporabimo sedaj naso zgornjo implementacijo:

X = generate_2d_normal(n, rho=rho)
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pca = PCALD(n_inputs=X.shape[l], rnd_seed=42)
train(pca, X, None, learning_rate=0.05, n_epochs=50, report_every=5, batch_size=None)
pca.normalize_u()

var = -pca.loss(X, ys=None).data
print(f"u: [{’, '.join(f’{ui.data:.3f}’ for ui in pca.u)}]")
print(f"variance: {var:.3f}")

Nas primer podatkov je o¢itno precej enostaven, zato postopek
iskanja glavne komponente hitro konvergira:

5 Loss: -1.769 PCA1D(u=[0.523, -0.853])
10 Loss: -1.875 PCA1D(u=[0.629, -0.777])
15 Loss: -1.897 PCA1D(u=[0.674, -0.739])
20 Loss: -1.901 PCA1D(u=[0.693, -0.721])
25 Loss: -1.902 PCA1D(u=[0.701, -0.713])
30 Loss: -1.902 PCA1D(u=[0.704, -0.710])
35 Loss: -1.902 PCA1D(u=[0.706, -0.708])
40 Loss: -1.902 PCA1D(u=[0.707, -0.708])
45 Loss: -1.902 PCA1D(u=[0.707, -0.707])
50 Loss: -1.902 PCA1D(u=[0.707, -0.707])

u: [0.707, -0.707]

variance: 1.902

Smerni vektor glavne komponente sovpada s smernim vektorjem a
na sliki in tudi izra¢unana varianca podatkov je enaka.

Vektor u imenujemo glavna komponenta, ker doloca tisto smer v
prostoru podatkov, vzdolz katere je razprSenost projekcij najvecja, to-
rej smer, ki iz podatkov zajame najve¢ informacije v smislu variance.
Beseda “komponenta” tu poudari, da gre za novo os oziroma novo
koordinato, ki jo sestavimo kot linearno kombinacijo izvornih atribu-
tov, beseda “glavna” pa, da je med vsemi moZnimi smermi prav ta
najpomembnejsa. Prav na odkrivanju takih, glavnih komponent gradi
istoimenska tehnika, a tja e pridemo.

Primer uporabe

Je tako enostavna metoda sploh uporabna? Je. Kdo pravi, da jo mo-
ramo uporabiti samo na sinteti¢nih dvodimenzionalnih podatkih?
[ustrirajmo njeno uporabo na malo bolj kompleksnem primeru.
Zbrali smo podatke o hibridnih avtomobilih in bi jih radi, morda
zaradi preglednosti, nekako uredili na enodimenzionalni osi. Vzo-
rec podatkov kaZe tabela , v u¢no mnoZico pa smo sicer vkljuéili 15
avtomobilow.

Podatke preberemo, si zapomnimo imena avtomobilov, podatke
standardiziramo in izra¢unamo glavno komponento.
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Car Type kWh/ gp 100 km/h  Trunk '

100 km (s) (L) Tabela 4: Podatki z vzorcem
Toyota Yaris Hybrid o 18 116 9.7 286 sodobnih hibridnih vozil z
Nissan Qashqai e-POWER 0 21 190 7.9 504 zmogljivostnimi in uporabnimi
Lexus NX 450h+ 1 24 309 6.3 520 znacilnostmi. Tip o so hibridi, 1
Renault Clio E-Tech Hybrid 0 18 145 9.9 301 pa priklju¢ni hibridi.
Volkswagen Golf eHybrid 1 21 204 7.4 273

df = pd.read_excel("cars.xlsx")

labels = df.iloc[:, O].astype(str).to_list()
feat_names = df.columns[1:].to_list()

X = df.iloc[:, 1:].astype(float).to_numpy()
X = (X - X.mean(axis=0)) / X.std(axis=0)

pca = PCALD(n_inputs=X.shape[l], rnd_seed=42)
train(pca, X, None, learning_rate=0.05, n_epochs=30, report_every=5, batch_size=None)
pca.normalize_u()

Konvergenca je tudi tu hitra, gradientni sestop najde resitev v ne-
kaj deset korakih. Na koncu izra¢unamo Se varianco projekcij, utezi
atributov (angl. loadings) ter projekcije posameznih avtomobilov na
glavno komponento (angl. scores).

var = -pca.loss(X, ys=None).data
loadings = sorted(((n, u.data) for n, u in zip(feat_names, pca.u)), key=lambda t: abs(t[1l]), reverse=True)
scores = X @ np.array([u.data for u in pca.ul)

Pozicijo avtomobilov na linearni osi lahko sedaj izriSemo:
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Avtomobili v naSem majhnem podatkovnem naboru razpadejo na Slika 6: Rangiranje avtomobilov
nekaj skupin. Na desni so manjsi, bolj ekonomi¢ni avtomobili, na levi z metodo glavne komponente.

pa bolj napredni, vedji in najbrz tudi precej drazji. Cena ni bila vklju-
¢ena v tabelo, dodatno interpretacijo rezultatov pa predajamo bralcu.
A otitno je, da je tudi tako preprosta tehnika in vizualizacija njenih



GLAVNE KOMPONENTE

rezultatov koristna in nudi $tevilne moznosti njene interpretacije.
Seveda bi nas pri interpretaciji zanimalo tudi, kaksen je vpliv posa-
meznih atributov, oziroma kaksne so njihove utezi (angl. loadings). Tu
so:

-0.501: Horsepower
-0.476: kWh/100 km
0.454: 0-100 km/h (s)
-0.449: Type

-0.339: Trunk Size (L)

Najvedji vpliv ima mo¢ motorja (horsepower), tesno ji sledi poraba
elektri¢ne energije (kwh/100 km), nato pa Se pospesek, tip pogona in
velikost prtljaznika. Negativni predznaki pri moci, porabi in tipu na-
kazujejo, da vedji, zmogljivejsi in praviloma priklju¢ni hibridi leZijo
na enem koncu osi, medtem ko pozitivni prispevek ¢asa pospeska
pomeni, da pocasnejsi, manj zmogljivi avtomobili leZijo na drugem.
Glavna komponenta tako v veliki meri pojasni prehod od manjsih,
manj zmogljivih in var¢nejsih vozil k ve¢jim, zmogljivejsim in energij-
sko zahtevnej$im.

Poskust saM: KA] SPREMENI STANDARDIZACIJA?

Iste podatke analiziraj s PCA pred standardizacijo in po njej, nato primer-
jaj smeri glavnih komponent in pojasnjeno varianco ter razlozi, kateri atri-
buti prevladajo, kadar so njihove merske skale zelo razli¢ne.

Varianca v vecrazseznih prostorih

Doslej smo razprsenost podatkov merili v eni dimenziji, kjer je vari-
anca dolo¢ena kot povprecje kvadratov odklonov od centra podatkov.
Kako pa merimo razpr$enost, kadar so podatki ve¢razseZni? Naj
bodo podatki xq,...,x,; € R4, Predpostavimo, da so centrirani, torej
% = 0. Naravna posploSitev variance v vecrazseZnem prostoru je

. 2
Y Il
i=1

Var(X) =

S|

Kjer ||x;|| oznatuje evklidsko normo vektorja x;. Ta definicija ima smi-
sel le, ¢e predpostavimo, da je prostor R evklidski, torej opremljen z
evklidsko geometrijo in z obi¢ajnim skalarnim produktom

d
.
x'y =) xy;
=i

in pripadajo¢o normo ||x||> = x"x. V takem prostoru veljajo znani
geometrijski zakoni, med drugim Pitagorov izrek.

57
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Trditev. Ce so podatki zapisani po koordinatah x; = (xjy, ..., 1),
potem velja

d .
Var(X) =) Var(X1),
=1

kier XU) oznatuje j-to koordinato podatkov.

Dokaz. Za¢nimo z definicijo ve¢razseZne variance:

1 n
Var(X) = - ) |l
i=1

Ker uporabljamo evklidsko normo, lahko kvadrat norme razpisemo
po koordinatah:

xil|* = sz]

Vstavimo:

n d
Var(X 2 lez]

i=1j=

:\»—t
_

Zamenjamo vrstni red seStevanja:

d n )
Var(X 2 - 1xl-]- .
: 1=

Izraz v oklepaju pa je natanko varianca j-te koordinate:

) 10
Var *E;

g

S tem dobimo

d
Var(X) =) Var(x 1)

O

Rezultat pove, da se v evklidskem prostoru skupna razprsenost
podatkov razstavi na prispevke posameznih koordinat. To je neposre-
dna posledica Pitagorovega izreka: kvadrat dolZine vektorja je vsota
kvadratov njegovih projekcij na ortogonalne osi.

Ker se variance seStevajo po oseh, in ker so bili podatki na sliki stan-
dardizirani, lahko zaklju¢imo, da je skupna varianca obeh teh podat-
kovnih naborov enaka 2. Projekcije na smer a s slike potem razlo-
7ijo 1,902/2,0 = 95% variance v podatkih, te na smer b pa samo
1,541/2,0 = 77%. Z razloZijo smo mislili, kolikSen deleZ celotne raz-
prsenosti podatkov zajamemo, ¢e podatke predstavimo le z njihovo
projekcijo na izbrano smer.

Delez razloZene variance

(angl. explained variance) pove, koli-
ksen del celotne variance podatkov
zajamemo z izbrano projekcijo. Ce je
skupna varianca podatkov Var(X), va-
rianca projekcije na smer u pa Var(Xu),
potem je deleZ razloZene variance enak
Var(Xu)/Var(X). Ta koli¢ina meri, ko-
liko informacije (v smislu razprsenosti)
ohranimo po projekciji.
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Analiza glavnih komponent

Zgornja lastnost, to je, da lahko v evklidskem prostoru skupno vari-
anco razstavimo na vsoto varianc po posameznih koordinatnih oseh,
je klju¢na tudi za razumevanje analize glavnih komponent. Cilj je
poiskati nov koordinatni sistem, kjer so osi med seboj ortogonalne, in
kjer se bo skupna varianca ponovno razdelila na vsoto varianc po teh
novih oseh. Metoda glavnih komponent je tehnika, kjer izbere tak ko-
ordinatni sistem, kjer je vecina variance zbrana v ¢im manjSem Stevilu
osi, tako da prva os zajame najvedji mozni delez variance, druga os
najve¢ji mozni deleZ preostale variance, in tako napre;j.

Analizo glavnih komponent (angl. PCA, principal component ana-
lysis) mnogokrat uporabimo za iskanje dvodimenzionalne projekcije,
saj lahko podatke nato prikaZemo v razsevnem diagramu. Nas ra-
zred PCAILD lahko razsirimo v razred PCA2D, kjer isto¢asno iS¢emo

Analizo glavnih komponent (PCA)
je uvedel Karl Pearson leta 1901 kot
nadaljevanje svojega dela na podro-
¢ju korelacij in kovarian¢ne strukture
podatkov, kjer je iskal nacine za opis

vecrazseznih podatkov z manj$im Stevi-
lom spremenljivk. Harold Hotelling pa
je metodo v 1930-ih sistematiziral, uve-
del njeno ime ter jo formalno povezal z
lastnim razcepom kovarianéne matrike
in zaporednim iskanjem ortogonalnih
komponent.

dva smerna vektorja 11 in uy, ki sta enotska, med seboj pravokotna,
in dolo¢ata smeri najvecje skupne variance projekcij. Pri tem mora
postopek zagotoviti, da 11 zajame najve¢jo varianco, up pa najvecjo
varianco med vsemi smermi, ki so ortogonalne na ;.

Pri tem velja opozoriti, da optimizacija vsote varianc po dveh
ortogonalnih smereh dolo¢i dvodimenzionalni podprostor najvedje
razloZene variance. Posamezni komponenti znotraj tega podprostora
pa nista nujno enoli¢no dolo¢eni, razen ¢e dodatno zahtevamo, da
je prva smer tista z najvecjo varianco, druga pa pravokotna nanjo in
med takimi najbolj variabilna.

Da ohranimo ortogonalnost med vektorjema med optimizacijo,
uporabimo Gram-Schmidtovo ortogonalizacijo. Najprej predpo-
stavimo, da imamo dva vektorja v; in v, ki ju Zelimo pretvoriti v
ortonormiran par u1, p. Postopek poteka v dveh korakih, in sicer z
normalizacijo prvega vektorja:

U1

Ul = w—.
' el

in odstevanje projekcije in normalizacija drugega vektorja, kjer naj-
prej iz vy odstranimo komponento v smeri u4,

) = vy — (v u1) Uy,

Uy = ij .
12|
S tem zagotovimo, da velja u{ up = 0in ||u1| = |luz|| = 1. Intuitivno

drugi vektor “o¢istimo” komponente v smeri prvega, kar je nepo-
sredna posledica Pitagorovega izreka: preostanek leZi v pravokotni
smeri.

Nasa implementacija sledi tej, ki smo jo uporabili za razred PCA1D:
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class PCA2D:
def __init__(self, n_inputs, rnd_seed=42):
rng = random.Random(rnd_seed)

def

def

def

def

def

def

self.vl
self.v2

[Value(rng.uniform(-1, 1), label=f"vl {i}") for i in range(n_inputs)]
[Value(rng.uniform(-1, 1), label=f"v2 {i}") for i in range(n_inputs)]

parameters(self):
return self.vl + self.v2

_dot(self, a, b):
return sum(ai *x bi for ai, bi in zip(a, b))

_norm(self, v, eps=1le-8):
return (self._dot(v, v) + eps) **x 0.5

orthonormal_basis(self):

# Gram-Schmidt orthonormalization
nrml = self._norm(self.vl)

ul = [vi / nrml for vi in self.vl]

proj_v2_

v2_orth

on_ul = self._dot(self.v2, ul)
= [v2i - proj_v2_on_ul % uli for v2i, uli in zip(self.v2, ul)]

nrm2 = self._norm(v2_orth)

u2 = [v

/ nrm2 for v in v2_orth]

return ul, u2

loss(self, xs, ys=None):
# Maximize projected variance on two orthonormal axes.

ul, u2 =

total =

self.orthonormal_basis()
Value (0.0, label="proj_var_sum_2d")

for x in xs:

z1l =
z2 =

self._dot(x, ul)
self._dot(x, u2)

total += z1x*x2 + z2%%2
explained_var = total / len(xs)
return -explained_var

batch_loss(self, xs, ys=None, m=20):

indices

batch_xs

= random.sample(range(len(xs)), m)
= [xs[idx] for idx in indices]

return self.loss(batch_xs, ys=None)

V primerjavi z razredom PCA1D je klju¢na razlika ta, da tukaj op-

timiziramo dva smerna vektorja hkrati. Namesto enega vektorja u

imamo dva kandidata v in vy, ki ju med vsakim izra¢unom pretvo-

rimo v ortonormirano bazo (u1,uy) z Gram-Schmidtovim postop-

kom. Funkcija izgube tako ne meri vec¢ variance projekcije na eno

smer, temve¢ vsoto varianc projekcij na obe smeri. S tem zajamemo

skupno razprsenost podatkov v dvodimenzionalni podprostor. Po-



membno je tudi, da ortogonalizacijo izvajamo sproti (znotraj metode
orthonormal_basis), zato ni treba eksplicitno omejevati parametrov
— pogoj pravokotnosti in enotske dolZine je zagotovljen konstruk-
cijsko. Tako razsirjena metoda dejansko iS¢e prvi dve glavni kompo-
nenti hkrati.

Program tudi tu konvergira hitro. V namene analize izpiSemo
deleZe razloZene variance

Total variance: 5.000

Explained variance (PCl): 2.413 (48.3%)

Explained variance (PC2): 2.102 (42.0%)

Total explained variance (PC1l+PC2): 4.515 (90.3%)

ter pojasnimo sestavo posameznih komponent,

Loadings, PC1:
-0.630: Type
0.444: 0-100 km/h (s)
-0.392: Horsepower
-0.370: kWh/100 km
0.339: Trunk Size (L)

Loadings, PC2:
-0.881: Trunk Size (L)
-0.313: Horsepower
-0.299: kWh/100 km
0.187: 0-100 km/h (s)
0.028: Type

ter te uporabimo pri interpretaciji dobljene projekcije.

Prvi dve glavni komponenti torej zajameta ve¢ kot 9o% celotne
variance. Dvodimenzionalna projekcija podatkov zato dobro ohranja
strukturo podatkov. Prva komponenta (PC1) v najvecji meri lo¢uje
vozila glede na zmogljivost in tip pogona, kar se kaZe v vedjih abso-
lutnih uteZeh pri atributih Type, Horsepower in kwh/100 km. Druga
komponenta (PC2) pa je izrazito povezana z velikostjo vozila (pred-
vsem Trunk Size), zato v vertikalni smeri razporeja avtomobile glede
na prostornost. Na sliki tako jasno opazimo skupine vozil: manjsi,
varénejsi modeli se pojavljajo v zgornjem delu prostora, vedji in zmo-
gljiivejsi (pogosto prikljuéni hibridi) pa v drugem, spodnjem, kar
potrjuje, da PCA uspesno razkrije glavne vzorce v podatkih.

GLAVNE KOMPONENTE
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Poskust sam: KJE so ZNACILKE V PROSTORU GLAVNIH KOMPONENT?

Vsako znacilko predstavi z njenim enotskim vektorjem v izvornem prostoru,
vektorje projiciraj na prvi dve glavni komponenti in jih skupaj s primeri iz-
risi v ravnini PCA; iz smeri in dolZine projiciranih vektorjev razloZi, katere
znacilke so povezane s posamezno komponento, katere znacilke kazejo v
podobne oziroma nasprotne smeri in katere v prvih dveh komponentah
skoraj niso zastopane.

Poskusi saAM: KDAJ GLAVNA KOMPONENTA SLEDI SUMU?

Sestavi podatke z dvema skupinama tock: na zafetku naj bosta dobro lo-
¢eni v vodoravni smeri, nato postopoma povecuj navpi¢ni sum. Za vsako
stopnjo $uma izra¢unaj prvo glavno komponento in jo primerjaj z intuitivno
smerjo lo¢evanja skupin. Opazuj, pri kateri stopnji Suma prva komponenta
preneha slediti locevanju in za¢ne slediti Sumu. Poskusi ustvariti primer,
kjer PCA popolnoma zgresi intuitivno “najpomembnej$o” smer podatkov.

Slika 7: Dvodimenzionalna pro-
jekcija podatkov o avtomobilih.
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Poskust saM: ZAKA] PCA NE VIDI KROGA?

Generiraj to¢ke na kroZnici ali polkrogu. Izra¢unaj PCA in podatke pro-
jiciraj na prvo komponento. Rezultat vizualiziraj ter razloZi, zakaj PCA kljub
o¢itni geometrijski strukturi ne najde uporabne enodimenzionalne pred-
stavitve.

Nekaj lastnosti v povezavi s korelacijami atributov

Ponovimo na kratko: v evklidskem prostoru se variance po ortogo-
nalnih oseh sestevajo. Ce so atributi standardizirani, je varianca po
vsaki osi enaka 1, zato je skupna varianca podatkov enaka Stevilu
atributov, d. Prva glavna komponenta bo zato pojasnila ve¢ kot 1/d
celotne variance le tedaj, ko v podatkih obstaja neka struktura, to je,
ko podatki niso zgolj naklju¢no razmetani po prostoru.

To je intuitivno Ze v dveh dimenzijah. Pri podatkih s slike levo,
kjer sta atributa nekorelirana in so podatki pribliZno enakomerno
razprseni v vse smeri, lahko prvo komponento poljubno obra¢amo,
pa bo vedno zajela priblizno polovico variance. Nobena smer namre¢
ni posebej izstopajota. Za pojasnitev celotne variance zato nujno po-
trebujemo Se drugo, pravokotno komponento. Podobno velja tudi v
velrazseZznem prostoru: ¢e so podatki priblizno sferi¢no razporejeni,
nobena komponenta ne bo izrazito pomembnejsa od drugih.

Poskusi sAM: KOLIKO VARIANCE POJASNI PRVA KOMPONENTA PRI
NAKLJUCNIH PODATKIH?

Ustvari podatkovno mnozZico z desetimi atributi, kjer so vse vrednosti vzor-
¢ene neodvisno iz standardne normalne porazdelitve. Atribute standardi-
ziraj in izra¢unaj PCA. Izmeri deleZ variance, ki ga pojasni prva kompo-
nenta, ter ga primerjaj s teoreti¢no vrednostjo 1/10. Poskus ponovi za raz-
licne velikosti podatkovne mnoZice (npr. 20, 50, 100, 500 in 5000 primerov)
in za vsako velikost izvedi ve¢ ponovitev. Narisi graf povpreéne pojasnjene
variance prve komponente v odvisnosti od velikosti vzorca. Ali se pri ve-
¢jih mnoZicah pojasnjena varianca pribliZuje pri¢akovani vrednosti? Kako
se spreminja razlika med prvo in drugo komponento?

Poskust sam: KAKO STABILNE SO GLAVNE KOMPONENTE?

1z iste podatkovne mnozice veckrat vzor¢i nekoliko drugaéne u¢ne mno-
Zice, vsaki¢ izratunaj PCA ter primerjaj smeri prvih komponent, da oce-
ni§, pri katerih podatkih so komponente stabilne in kdaj Ze majhna spre-

memba vzorca povzrodi velik zasuk.

PCA je zato najbolj uporabna takrat, ko med atributi obstajajo
korelacije oziroma, SirSe, kadar podatki leZijo blizu nekega manj-
razseZnega podprostora, recimo neke podravnine. V takem primeru
glavne komponente kaZejo v smeri najvedje razprsenosti podatkov,
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torej v smeri, kjer podatki nosijo najve¢ informacije v smislu variance.
DeleZ razloZene variance po posamezni komponenti bo toliko vedji
od 1/d, kolikor izrazitejsa je ta struktura.

Poskust saM: ALt PCA ODKRIJE SKUPINE POVEZANIH ATRIBUTOV?

Sestavi podatkovno mnoZico z devetimi atributi: naj prvi trije izhajajo iz

iste skrite spremenljivke, drugi trije iz druge in zadnji trije iz tretje; vsakemu
atributu dodaj manjso koli¢ino naklju¢nega Suma. Podatke standardiziraj

in izra¢unaj PCA. Za prve tri glavne komponente izpisi uteZi posameznih
atributov ter jih prikaZzi z grafom. Preveri, ali imajo atributi iz iste skupine
podobne uteZi na isti komponenti. Nato povecaj koli¢ino Suma in opazuj,
kako se spreminjata deleZ pojasnjene variance in interpretabilnost kompo-
nent.

Ce Zelimo pojasniti prav vso varianco osnovnega prostora, mo-
ramo uporabiti vse glavne komponente. To pa navadno ni smiselno,
saj s tem dimenzije sploh ne zmanj$amo. Namen PCA namre¢ ni
modelirati prav vsega, tudi ne vsega $uma, ki je prisoten v podat-
kih. Pogosto nas zanima kompromis: obdrZzati le toliko komponent,
da pojasnijo, denimo, 80% ali 90% celotne variance, preostanek pa
zanemariti.

Pri tem velja nekaj previdnosti. Smeri z majhno varianco pogosto
res ustrezajo Sumu, vendar ne nujno vedno; v posameznih proble-
mih lahko tudi te vsebujejo pomembno informacijo. PCA je zato
predvsem uporabna metoda za stiskanje podatkov, vizualizacijo in
odkrivanje strukture, ne pa nujno avtomaticen kriterij za lo¢evanje
med signalom in Sumom.

Pomembna lastnost PCA je tudi ta, da so glavne komponente
med seboj ortogonalne, projekcije podatkov nanje pa nekorelirane.

S tem dobimo nov koordinatni sistem, v katerem so informacije po
posameznih oseh lo¢ene oziroma nepodvojene.

S tem pridemo do glavnih uporab PCA: (1) vizualizacija podat-
kov v eni ali dveh dimenzijah, (2) zmanjSanje dimenzionalnosti in
pogosto tudi delno odstranjevanje Suma ter (3) prehod v nov, dekore-
liran prostor atributov. Kaksna enostavna linearna tehnika za analizo
podatkov in tako zelo Siroko uporabo! In sploh Se nismo na koncu. :)

Regularizacija

Predvsem pri podatkih v visokorazseznih prostorih nas bo motilo
to, da so uteZi atributov za vsako od glavnih komponent nenicelne.
Zeleli bi si namre¢, da lahko vsako od osi pojasnimo le z manjgim
delom atributov. ReSitev: L1 regularizacija! To Ze poznamo, in ker
imamo tudi pri odkrivanju glavnih komponent opravka s cenovno
funkcijo, lahko tudi v to dodamo regularizacijo. Dodatek je preprost,
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izgubi, ki smo jo izrazili kot deleZ razloZene variance (z negativnim
predznakom) dodamo Se vsoto kvadriranih (L2) ali absolutnih (L1)
vrednosti parametrov. Tu je dodatek:

params = self.parameters()

if self.reg == "11":
loss += self.reg_strength * sum([abs(p) for p in params]) / len(params)
elif self.reg == "12":

loss += self.reg_strength * sum([p**2 for p in params]) / len(params)
return loss

Pri postavitvi modela moramo zdaj dodati regularizacijske para-
metre, na primer z

pca = PCA2D(n_inputs=X.shape[l], reg="11", reg_strength=3)

vse ostalo pa ostane popolnoma enako. Seveda bo na ta na¢in model,
torej nasi glavni osi in nastala projekcija, drugafen od neregularizira-
nega. Konkretno, pri zgornjih nastavitvah, bodo uteZi atributov, kot
kaZze spodniji izpis,

Loadings for PCl:
-0.541: Horsepower
-0.533: Type
-0.532: kWh/100 km
-0.323: Trunk Size (L)
-0.188: 0-100 km/h (s)

Loadings for PC2:
0.865: 0-100 km/h (s)
-0.502: Trunk Size (L)
0.000: Type
0.000: kWh/100 km
0.000: Horsepower

projekcija podatkov pa nekoliko druga¢na:
Tu morda preseneca lahkota, s katero smo regularizacijo uve-
dli v metodo analize glavnih komponent. Klasi¢na PCA sicer ima

elegantno analiti¢no reSitev, a tak pristop je hkrati precej tog, saj je PCA, Klasi¢no, temelji na lastnem
razcepu kovarian¢ne matrike ¥ =

L. I . %XTX: glavne komponente so lastni
ponent. Ko Zelimo v model vkljuciti dodatne zahteve, na primer L1- vektorji, pripadajoZe lastne vrednosti

vezan na to¢no doloceno kriterijsko funkcijo in ortogonalnost kom-

ali L2-regularizacijo, analiti¢na reSitev praviloma ni ve¢ na voljo in se pa podajajo razlozeno varianco po
. v . posameznih smereh.
moramo vrniti k numeri¢ni optimizaciji.

Analizo glavnih komponent lahko razumemo ne le kot zaprto ma-
temati¢no konstrukcijo, temvec tudi kot optimizacijski problem. S
tem sicer izgubimo pot do klasi¢ne reSitve, a pridobimo tudi precej
vel svobode: kriterijski funkciji lahko dodajamo ¢lene, ki spodbujajo

gladkost, redkost ali druge Zelene lastnosti komponent. Gradientni
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sestop zato tu ni le didaktic¢en pribliZek analiti¢ne resitve, ampak
splosnejsi okvir, v katerem klasi¢na PCA nastopa le kot njen najpre-
prostejsi primer.

Poskust saM: PCA z RAZREDNO INFORMACIJO.

Izberi podatkovno mnozico za klasifikacijo in kriterijski funkciji PCA do-
daj ¢len, ki nagrajuje velje razdalje med sredis¢i posameznih razredov v

projekciji; nato postopoma povecuj utez tega Clena ter spremljaj, kako se

spreminjajo smeri glavnih komponent, deleZ pojasnjene variance in loce-
nost razredov v prostoru prvih dveh komponent.

Zgoraj smo uporabili L1 regularizacijo kot primer nacina izbora
atributov, zmanjsanja kompleksnosti in pomo¢i pri laZji interpretaciji
pomena komponent (utezi). Kako pa je lahko koristna regularizacija
L2? Ne pozabimo: podatki, iz katerih gradimo nove, glavne kompo-
nente, so lahko Sumni . Tudi ta nas$, sicer zelo enostaven model, se
lahko preve¢ prilagodi Sumu. Regularizacija L2 lahko to prilagoditev
ublazi in razvije model, ki je bolj robusten. Za razliko od L1 regulari-
zacije, ki spodbuja redkost in vodi do ni¢elnih uteZi, L2 regularizacija
uteZi ne izni¢i, temvec jih enakomerno zmanjsa. S tem prepreci, da
bi posamezni atributi preve¢ dominirali pri dolo¢anju smeri glavnih
komponent. Posledi¢no dobimo bolj stabilne komponente, ki so man;
obcutljive na majhne spremembe v podatkih.

Intuitivno lahko re¢emo, da L2 regularizacija nekoliko “zgladi”
prostor resitev: namesto da bi model izbral smer z maksimalno mo-

Slika 8: Dvodimenzionalna pro-
jekcija podatkov o avtomobilih,
dobljena z regularizacijo L1

(alpha = 3).

Primer takih podatkov so lahko na pri-
mer meritve iz molekularne biologije,
kjer nam sodobna tehnologija omogoca
sofasno izmero ve¢ tisoc¢ ali desettiso¢
spremenljivk (npr. genski izrazi), a bo
zaradi cene in manjSega Stevila vzorcev
(npr. merjenih tkiv) podatkov malo,
moznost prevelike prilagoditve modela
podatkom pa zato ogromna.
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Zno varianco, ki je lahko deloma posledica Suma, raje izbere bol;
uravnoteZeno smet, ki bolje odraZa splosno strukturo podatkov. V
tem smislu L2 regularizacija uvaja kompromis med maksimalno ra-
zloZeno varianco in robustnostjo modela.

Tocnost, metaparametri ucenja

Zgoraj smo tudi v analizi glavnih komponent uvedli regularizacijo
in s tem metaparameter stopnje regularizacije, parameter, katerega
vrednost moramo oceniti. A kako? PCA ne napoveduje, kako lahko
potem ocenimo kakovost modela in na tej osnovi izberemo primerno
stopnjo regularizacije?

O ocenjevanju to¢nosti in izboru metaparametrov smo pisali Ze na
koncu prejsnjega poglavja. Kvaliteto modela moramo vedno oceniti
na loceni, testni mnozici. Kvaliteta pri PCA ni vezana na napove-
dovanje, a smo tudi pri razvoju PCA dolo¢ili kriterijsko funkcijo —
stopnjo razloZene variance — ki nam lahko sluzi za oceno, kako do-
ber je na$ model.

Postopek je zato moc¢no podoben, ali bolj re¢eno, v osnovni enak
kot pri linearni regresiji: podatke razdelimo na uc¢no in testno mno-
zico. Na u¢ni mnozici zgradimo model (dolo¢imo glavne kompo-
nente), nato pa testne podatke projiciramo na te komponente in na tej
projekciji izratunamo razloZeno varianco. S tem ocenimo, kako dobro
naucene komponente zajamejo strukturo novih podatkov. Pri tem
moramo biti pozorni, da vse korake, kot je standardizacija podatkov,
izvedemo na u¢ni mnoZici in nato enake transformacije uporabimo
na testni mnozici. V nasprotnem primeru bi lahko nehote uporabili
informacijo iz testnih podatkov. Pri tem razloZeno varianco na testni
mnoZici vedno ra¢unamo glede na standardizacijo, nau¢eno na uéni
mnozici, saj bi sicer v oceno nehote vklju¢ili informacijo iz testnih
podatkov.

PoskusI sAM: POJASNJENA VARIANCA PCA NA TESTNI MNOZICI.

Na internetu pois¢i podatkovni nabor z vsaj petimi zveznimi atributi in vsaj
200 primeri (npr. Wine, Parkinsons, Auto MPG, Abalone ali podoben na-

bor iz UCI Machine Learning Repository). Podatke standardiziraj in jih veé-
krat naklju¢no razdeli na u¢no in testno mnozico. PCA naudi le na u¢ni mno-
Zici, nato na testni izracunaj deleZ variance, ki ga pojasnijo prva, prvi dve

in prve tri glavne komponente. Poskus ponovi za velikosti u¢ne mnoZice

10, 20, 50, 100 in 200 ter rezultate povpreci. Narisi odvisnost pojasnjene va-
riance na testni mnoZici od velikosti u¢ne mnozZice in razloZi opaZene raz-
like. Ali se pojasnjena varianca s poveevanjem u¢ne mnozice pribliZa ti-

sti, ki jo dobis, ¢e PCA naucis$ na vseh podatkih?

Za ocenjevanje primerne vrednosti stopnje regularizacije lahko
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uporabimo isti trik kot pri linearni regresiji: celotno metodo (stan-
dardizacijo, izbor stopnje regularizacije na validacijski mnoZici in
gradnjo kon¢nega modela s tako ocenjeno stopnjo regularizacije)
zapremo Vv Skatlo, in to v namene neodvisne ocene uspesnosti vali-
diramo na testni mnozici. Za bolj robustno validacijo lahko tudi tu
uporabimo pre¢no preverjanje. In za kon¢ni model celotno skatlo z
naso metodo poZenemo na vseh podatkih.

Dodatek: glavne komponente so lastni vektorji kovariancne matrike

V tem razdelku smo se metode PCA lotili z optimizacijo kriterijske
funkcije, torej na nekonvencionalen nacin, tudi zato, ker se bomo s
$tevilnimi drugimi tehnikami, kjer nas bo zanimalo modeliranje in
razlaga podatkov, spoprijeli prav na ta nacin. A ima PCA tudi lepo
matemati¢no in statisti¢no izpeljavo in podlago in najbrz ne bi bilo
prav, ¢e je vsaj ne omenimo. Poteka po naslednjih korakih.

1. Osredis¢enje podatkov Naj bodo X podatki dimenzij n x d, kjer je
n Stevilo primerov in d $tevilo znacilk. Privzamemo, da so podatki
osredis¢eni, kar pomeni, da za vsako znacilko velja:

1 n
—ZXI«/]' =0, zavsakj=12,...,d
iz

2. Iskanje prve komponente u;. Is¢emo vektor u; (dimenzije d x 1),
ki dolo¢a prvo glavno komponento — smer v prostoru znacilk,
na katero, ¢e projiciramo podatke, bo varianca projekcij najvedja.
Projekcija podatkovne matrike X na u; je:

z = Xup
Varianca projekcije z je:
1 1
Var(z) = EHXulﬂz = aulTXTXm

Ker Zelimo poiskati smer u; z maksimalno varianco, je nasa krite-
rijska funkcija:
maxu] Suy

up
kjer malce podrobnejsi pogled na zgornjo strukturo pokaze, da
eSS = %XTX kovarian¢na matrika podatkov. Pri tem omejimo
dolzino vektorja u; na 1. To je tudi pogoj, ki mu mora zadostiti
kriterijska funkcija:

ulTul =1

3. Optimizacija. Re$itev problema pois¢emo z uporabo Lagrangeo-
vih multiplikatorjev. Postavimo Lagrangeovo funkcijo:

L(up, A) = ulSu; — A(ulfu; — 1)



in pois¢emo stacionarne tocke:

oL
- = 25111 — 2/\111 =0
aul

5111 = )\111

Zgornja enacba je lastna enacba kovarian¢ne matrike. Torej je ug
lastni vektor kovarian¢ne matrike S, pripadajoca lastna vrednost A
paje:

Sll1 = /\1111

4. Resitev. Varianca projekcije je torej podana z:
Var(z) = [ Xu > = uf Swy
Ker pa iz lastne enacbe velja:
Su; = Ay

sledi:
ulSup = uf Mug = A (ufwy) =

ker smo predpostavili, da je ufu; = 1. Zato velja:
Var(z) = M

kar pomeni, da je lastna vrednost A; enaka varianci podatkov v
smeri prve glavne komponente u;.

Ker Zelimo maksimizirati varianco projekcije, med vsemi moznimi
lastnimi vektorji kovarian¢ne matrike za prvo komponento vza-
memo tisti lastni vektor, ki ustreza najvedji lastni vrednosti A;.
Varianca v smeri u; je enaka tej lastni vrednosti:

Var(z) = M

Vse ostale komponente so torej lastni vektorji, urejeni po padajocih
lastnih vrednostih, ki podajajo razloZeno varianco po posameznih
komponentah.

Zgornja izpeljava je elegantna in vzpostavi povezavo med glavnimi
komponentami in prostorom lastnih vektorjev kovarian¢ne matrike.
Tu tudi postane jasno, zakaj so glavne komponente povezane s kore-
lacijami med atributi. A kljub eleganci reSitve ta ne omogoca razsi-
ritev tehnike z regularizacijo, kjer je pristop, ki uporablja gradientni
sestop, kot smo ga razvili v poglavju, prava resitev.

GLAVNE KOMPONENTE 69
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Poskust saAM: ANALITICNI PCA IN GRADIENTNI SESTOP.

Po korakih iz zgornje izpeljave implementiraj analiticno PCA: podatke stan-
dardiziraj, izra¢unaj kovarian¢no matriko ter pois¢i lastne vektorje in la-
stne vrednosti. Rezultate (smeri glavnih komponent, uteZi atributov in de-
leZ pojasnjene variance) primerjaj z implementacijo prek gradientnega se-
stopa (PCA1D ali PCA2D) na izbranih podatkih iz poglavja ali na lastni sin-
teti¢ni ali neki iz omreZja pridobljeni mnoZici. Ali se oba pristopa ujemata?
Kje se morebiti razlikujeta? Primerjaj tudi hitrosti postopkov.




Dvodimenzionalne vloZitve podatkov

V tem poglavju obravnavamo metode, ki primere vlozijo v dvodi-
menzionalni prostor, tako da geometrijski odnosi med to¢kami ¢im
bolje odrazajo odnose med primeri v izvirnem prostoru. Taksne vlo-
Zitve uporabljamo predvsem za prikaz strukture podatkov v namene
odkrivanja zanimivih vzorcev in skupin, pa tudi v namene rangiranja
in odkrivanja odnosov med posameznimi primeri iz u¢ne mnozice.

Analiza glavnih komponent, o kateri smo govorili v prej$njem
poglaviju, ni vloZitev v istem smislu kot metode, obravnavane v tem
poglavju. Metoda glavnih komponent je projekcijska metoda, ki obli-
kuje matemati¢ni predpis, recimo U (matrika, sestavljena iz smernih
vektorjev glavnih komponent u; in u;), ki podatke X projicira v dve
dimenziji, torej Z = XU. Projekcija v splosnem ni isto kot vloZitev.
Pri PCA is¢emo preslikavo f(x), ki podatke projicira v nov koordi-
natni sistem, pri metodah, obravnavanih v tem poglavju, pa iS¢emo
neposredno postavitev tock v, ...,y € R?, ki &m bolje ohranja iz-
brane odnose med primeri. Zato tak$ne metode praviloma ne podajo
enostavne preslikave za nove podatke v isti prostor.

Ogledali si bomo tri pristope k dvodimenzionalnim vloZitvam
podatkov: vecrazsezno lestvic¢enje (MDS), metodo t-SNE in vloZitve
s silami. Prva je pomembna z zgodovinskega vidika, druga poudarja
lokalno strukturo podatkov, tretja pa izhaja iz vizualizacije omreZij.
Pri majhnih podatkovnih mnoZicah so lahko vlozitve MDS, t-SNE in
metod s silami podobne, pri vegjih in visokorazseZnih podatkih pa
pridejo razlike med pristopi precej bolj do izraza.

Skupen vsem trem opisanim metodam je osnovni pristop vloZitve
primerov v dve dimenziji. Uporabili bomo kriterijsko funkcijo, ki
izhaja iz razdalj med primeri v izvornem prostoru in jih na ustrezen
nadin poveZe s polozaji tock v vlozitvenem prostoru. Zacetno vloZzitev
dobimo tako, da tocke (primere) v ravnini razporedimo nakljucno,
nato pa njihove poloZaje postopoma popravljamo v smeri gradienta
kriterijske funkcije glede na koordinate teh to¢k. Tokrat torej model
ne predstavljajo uteZi ali parametri preslikave, temve¢ kar same ko-
ordinate tock v vlozitvi, zato je Stevilo parametrov enako 2n, kjer je n
Stevilo primerov.

Oznaka y; tu ne predstavlja razreda
(kot pri napovednih modelih), temve¢
koordinate tocke v vloZitvi primera
x; oziroma poloZaj tega primera v
dvodimenzionalnem prostoru.
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Podatki

Zacnimo kar s podatki.

Vse metode, ki jih bomo v tem poglavju predstavili, lahko izhajajo

iz razdalj ali podobnosti med primeri. Predpostavili bomo, da so ti
odnosi Ze podani. Tokrat primerov torej ne bomo opisovali eksplici-
tno z atributi, kot smo bili vajeni v prejSnjih poglavjih, temve¢ zgolj

z razdaljami med njimi. Te razdalje bi obicajno zapisali v (simetri¢ni)

matriki, lahko pa jih predstavimo tudi s spodnjim slovarjem:

distances = {
("Novo Mesto", "Maribor"): 170,
("Novo Mesto", "Celje"): 83,
("Novo Mesto", "Koper"): 169,
("Novo Mesto", "Kranj"): 99,
("Novo Mesto", "Ljubljana"): 72,
("Novo Mesto", "Postojna"): 116,

("Maribor", "Celje"): 55,
("Maribor", "Koper"): 232,
("Maribor", "Kranj"): 156,
("Maribor", "Ljubljana"): 128,
("Maribor", "Postojna"): 178,

("Celje", "Koper"): 183,
("Celje", "Kranj"): 105,
("Celje", "Ljubljana"): 77,
("Celje", "Postojna"): 130,

("Koper", "Kranj"): 128,
("Koper", "Ljubljana"): 107,
("Koper", "Postojna"): 58,

("Kranj", "Ljubljana"): 30,
("Kranj", "Postojna"): 77,

("Ljubljana", "Postojna"): 53,

Vecrazsezno lestvicenje

Zapisimo razdaljo med primeroma i in j z d;;. V vefrazseZnem le-
stvitenju Zelimo primere urediti v dvodimenzionalnem prostoru

tako, da vsak primer i opisemo s koordinatama y; = (y;1,yn) € R?. V

tem ciljnem prostoru naj bo razdalja med primeroma evklidska,

lyi = yill = \/(yn —yp)? + (y2 —yp)?

Podatke lahko v tem poglavju opisemo
zgolj z razdaljami med primeri, brez
eksplicitnega atributnega zapisa. Tak
opis pa ni neposreden vhod za PCA,
saj ta metoda potrebuje predstavitev
primerov z atributi.

VetrazseZno lestvicenje (angl. multi-
dimensional scaling, MDS) so razvili
Torgerson (1952), Shepard (1962) in
Kruskal (1964) v okviru psihometrije,
podrodja, ki se ukvarja z merjenjem
psiholoskih lastnosti (npr. zaznav, po-
dobnosti med draZljaji in preferenc) z
uporabo statisti¢nih metod.
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torej taksna, kot bi jo dobili pri obi¢ajnem razsevnem diagramu.

Cilj ve¢razseZznega lestvicenja je ¢im bolje ohraniti dane razdalje, Izraz lestvicenje (angl. scaling) pomeni
razporejanje objektov na lestvico tako,
. . . . . . da razdalje med njimi odraZajo njihove
izhodis¢nim razdaljam d;;. Skladno s tem vecrazseZno lestvicenje medsebojne razlike ali podobnosti.

minimizira kriterijsko funkcijo Pridevnik vecrazsezno (angl. multidi-
mensional) poudarja, da te lestvice ne

torej naj bodo razdalje ||y; — y;|| v vloZitvenem prostoru ¢im blizje

o 2 tvorimo le v eni dimenziji, temve¢ v
J(Y) = Z( ||]/i —Y I - dij) ’ vefrazseZnem prostoru, najpogosteje v
<J dveh ali treh dimenzijah.

Kjer Y = {y1,...,yn} predstavlja iskano postavitev totk v ravnini.
Evklidska razdalja v vloZitvenem prostoru je torej v celoti odvi-
sna od polozajev tock, ki predstavljajo primere; ti poloZzaji pa so tudi

parametri naSega modela. Te bomo iskali z gradientnim sestopom,
pri ¢emer bomo uporabili strojno odvajanje. KnjiZnico za strojno od-
vajanje in uenje z gradientnim sestopom smo Ze zgradili v prejsnjih
poglavijih, zato tu podajamo le kodo razreda za predstavitev modela
vecrazseZnega lestvicenja.

class MDS:
def __init__(self, items):
random.seed(100)
self.pos = {i: [Value(random.uniform(-1, 1)) for _ in range(2)]
for i in sorted(items)}

def parameters(self):
return [p for pos in self.pos.values() for p in pos]

def d(self, a, b):
return sum([(ai - bi) *x 2 for ai, bi in \
zip(self.pos[a], self.pos[bl)]) *x 0.5

def loss(self, xs, ys):
n = len(xs)
return sum((self.d(*pair) - y) *x 2 \
for pair, y in zip(xs, ys)) / Value(n)

Razred MDS zgradi racunski graf kriterijske funkcije za ve¢razsezno
lestvicenje za dane vhodne podatke (razdalje). Vsakemu primeru pri-
redimo naklju¢no zacetno pozicijo v ravnini (self.pos), te koordinate
pa predstavljajo parametre modela. Metoda d izra¢una evklidsko
razdaljo med dvema primeroma v trenutni vlozitvi, loss pa meri
odstopanje med temi razdaljami in podanimi razdaljami d;;.

Z gradientnim sestopom nato popravljamo poloZaje tock tako, da
se ta napaka ¢im bolj zmanjSa:

items = sorted(list(set(i for pair in distances.keys() for i in pair)))
pairs = list(distances.keys())
targets = [distances[p] for p in pairs]
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model = MDS(items)
model = train(model, pairs, targets, n_epochs=1000,
learning_rate=0.1, report_every=100)

Mest je v nasi u¢ni mnozici malo, optimizacija pa konvergira hitro.
Namesto izpisa pozicij posameznih mest je tu seveda bolj na mestu
izris podatkovne karte:

plt.figure(figsize=(4, 4))
for city in sorted(items):
X, y = model(city)
plt.scatter(x.data, y.data, color="k", s=10)
plt.annotate(
city,
(x.data, y.data),
xytext=(0, 4),
textcoords="offset points",
ha="center",
va="bottom",
)
plt.savefig("mds-cities.pdf")

Karto mest prikazuje slikafo] Malce je zasukana in narobe obr-
njena, a kdo pravi, da mora biti sever na vrhu in da gledamo od
zgoraj. Relacije med mesti so sicer kar prave. Maribor, Celje, Lju-
bljana, Postojna in Koper so na glavni diagonali v pravem vrstnem
redu, Kranj malce stran, Novo mesto na drugi strani. Vhodni podatki
so vsebovali cestne razdalje med mesti, ki niso enake zra¢nim; evklid-
ska razdalja v prostoru vloZzitve pa ustreza zra¢ni. NajbrZ je to glavni
izvor za kak$ne manjSe napake, a v sploSnem nam je rekonstrukcija
pozicije slovenskih mest iz cestnih razdalj dobro uspela.

Opozorilo sicer: MDS-vlozitev z enako dobro vrednostjo kriterijske
funkcije J(Y) je nesteto. Pri nespremenjeni vrednosti kriterijske funk-
cije vlozitve lahko poljubno rotiramo in zrcalimo. Vse te transforma-
cije ohranjajo razdalje in pravzaprav samo te nastopajo v kriterijski
funkciji. Dobljene osi zato nimajo pomena in jih kot takih ne moremo
povezati s kaksno razlago. Drugace kot pri PCA torej. A spomnimo:
pri PCA izhajamo iz atributno predstavljenih primerov, tu pa, pri
MDS, iz razdalj.

Naso karto slovenskih mest bi lahko
za lazjo primerjavo s geografskimi kar-
tami, na katere smo navajeni, zasukali
za 180 stopinj.

75 | Novo Mesto
L]
50 1
in&oper
25 4 Post.omé( v
Ljubljana
01 Celje *
° )
254 KrenJ
=50 A )
Maribor
-754 °
—100 0 100

Slika 9: Dvodimenzionalna
vlozitev z vecrazseznim lestvi-
cenjem.
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Poskust saM: [STA STRUKTURA, DRUGACEN ZEMLJEVID.

Isto podatkovno mnoZico veckrat vloZi z razli¢nimi nakljuénimi zacetnimi
polozaji ter primerjaj kon¢ne vloZitve, njihove vrednosti izgube in medse-
bojne razdalje, da ugotovis, koliko je rezultat odvisen od inicializacije.

Poskust saAM: KOLIKO RAZDAL] POTREBUJEMO ZA ZEMLJEVID?

Vzemi podatke o slovenskih mestih iz poglavja. Najprej uporabi vse po-
dane razdalje in z MDS rekonstruiraj zemljevid. Nato naklju¢no odstranjuj
vedno vec razdalj (npr. 10%, 25%, 50%, 75%) in opazuj, kako se spreminja
kakovost vlozitve. Kdaj postane problem premalo doloc¢en? Ali obstajajo
razdalje, katerih odstranitev bistveno bolj $kodi kot odstranitev drugih? Ka-
kovost vlozitve lahko opazujes izkustveno, s karto, lahko pa uporabis tudi
isto metriko kot pri ocenjevanju izgube pri MDS, le da to oceno izra¢unas
iz celotne mnoZice podatkov (torej ne samo iz te, iz katerih iz vzor¢il uéno
mnozico).

Poskust saM: ODPORNOST VLOZITEV NA SUM.

Na podatkih o cestnimi razdaljami slovenskih mest izberi eno od razdalj
ter njej umetno dodaj veliko napako (npr. razdaljo Ljubljana-Koper pove-
¢aj za 100 km). Nato ponovno izra¢unaj MDS-vloZitev in primerjaj polo-
Zaje mest pred in po spremembi. Poskus ponovi za ve¢ velikosti napake
in kasneje na ve¢ razli¢nih parov mest. Kako se na napake odziva vecra-
zredno lestvi¢enje? Katere napaéne meritve najbolj pokvarijo vloZitev?

VloZitve sosedov

Vecrazsezno lestvicenje ima skriti problem: kriterijska funkcija kva-
drira razliko razdalj iz vhodnih podatkov in vlozitvenega prostora.
Ucenje modela z gradientnim sestopom se bo zato bolj “potrudilo”
pri zmanj$evanju vegjih odstopanj. Ce odstopanja merimo v delezih,
na primer v odstotkih, in ¢e na primer na vloZitvi razdalje odstopajo
od vhodnih za 10%, bo odstopanje med Ljubljano in Kranjem imelo
dosti manjsi vpliv na ucenje kot odstopanje med Koprom in Mari-
borom. MDS torej teZi k ohranjanju predvsem tistih vecjih razdalj.
Vpliv kraj$ih razdalj med sosednjimi primeri je veliko manjsi.
Ohranjanje vecjih razdalj je seveda zaZeleno, ¢e Zelimo pridobiti
podatkovne karte s primernimi globalnimi ureditvami. A mnogo-
krat nas pri podatkovni analitiki zanimajo predvsem soses¢ine in
na podatkovnih kartah morda is¢emo samo skupine podatkov ter
jih skuSamo interpretirati, pri ¢emer nas globalni odnosi oziroma
skupine, ki so oddaljene druga od druge, ne zanimajo. Tako bi nas
zanimale vizualizacije, kjer so izraZene skupine primerov, ki so si
med sabo podobni, in nas sama interpretacija razdalje med skupi-
nami, ki so si med seboj oddaljene, ne zanima. Taka vizualizacija je

75
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na primer prikazana na sliki na desni strani in je ocitno zelo razli¢na
od vizualizacije istih podatkov, kot jo pridela MDS.

ST o '.e“ Y Slika 10: Primerjava vloZitev
o £ MDS (levo) in t-SNE (desno) na

podatkih o izraZanju genov v

A

. »d
Y celicah kostnega mozga (vzorec
. y,:; tiso¢ celic in izrazi tiso¢ genov).

- & Skupine to¢k naj bi pripadale

o B posameznim celi¢nim tipom.

Zanima nas torej ohranjanje sose$¢ine. Za to potrebujemo mero,
ki pove, kako blizu so si primeri v izvornem prostoru, in mero, ki
pove, kako blizu so si v prostoru vloZzitev. Ti meri morata zanemariti
primere, ki so si dale¢, in se osredotoditi le na bliznje primere. Tu
lahko uporabimo trik: namesto razdalje bomo ocenili verjetnost, da
sta si dva primera blizu, v izvornem prostoru in prostoru vloZitev,
kot kriterijsko funkcijo pa ocenili podobnost med tema vektorjema
verjetnosti, kjer z vektorjema mislimo seznama verjetnosti blizine
vseh parov primerov.

Lotimo se tega bolj formalno. Kot pri MDS naj bo x; primer v
izvornem prostoru in y; njegova predstavitev v vlozitvi. Za vsak par
primerov (i, ) dolo¢imo podobnost v izvornem prostoru kot pogojno

oxo [ — [lxi =2
P 207
PN
Zk;&l exp< 207

Ta verjetnost pove, kako verjetno bi izbrali primer j kot soseda pri-

verjetnost

pjli =

"y

mera i. Pri tem parameter ¢; dolo¢a “Sirino” okolice okoli x;. Ker
pogojne verjetnosti p;; na splo$no niso simetri¢ne, torej praviloma ne
velja pj; = pjj;, ju pri t-SNE zdruZimo v simetri¢no skupno verjetnost

_ Pili * Pilj
pij - 271 7

kjer je n Stevilo vseh primerov.

V prostoru vlozitev podobno dolo¢imo verjetnosti blizine, vendar
uporabimo porazdelitev z debelejSimi repi (Studentovo t-porazdelitev
z eno stopnjo prostosti):

-1
_ (i - yill?)
Yzt (L4 [y —wi|?) !

ij
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Ta izbira zmanj$a problem zgo$¢anja, saj omogoca izrazitejSo predsta-
vitev vedjih razdalj v vloZitvi kot pri Gaussovi porazdelitvi.

Cilj tega pristopa je poiskati taksne vloZitve y;, da so porazdelitve
pij in q;; ¢&im bolj podobne. To doseZemo z minimizacijo Kullback-
Leiblerjeve divergence:

L(Y) = Zl’i]’ log @
i7] 9
Ta kriterijska funkcija kaznuje predvsem primere, kjer sta si tocki
v izvornem prostoru blizu (velik p;;), v vlozitvi pa dale¢ narazen
(majhen g;;), zato spodbuja ohranjanje lokalne strukture podatkov.

Kriterijsko funkcijo, kot je dolo¢ena zgoraj, uporablja metoda t-
SNE (angl. t-distributed Stochastic Neighbor Embedding). Ta pristop je
nadgradil starejSo metodo SNE, ki je prav tako temeljila na primer-
javi verjetnostnih porazdelitev bliZin med pari primerov v izvornem
prostoru in prostoru vloZitev. A je imel SNE nekaj pomembnih po-
manjkljivosti. Prvi¢, uporabljal je nesimetri¢ne verjetnosti p;; in q;);,
kar je otezilo optimizacijo in interpretacijo. Drugi¢, zaradi uporabe
Gaussove porazdelitve tudi v prostoru vloZitev je trpel za t. i. proble-
mom “zgos¢anja” (angl. crowding problem), kjer se vecje razdalje teZko
ustrezno predstavijo v nizkodimenzionalnem prostoru, zato se tocke
pogosto preve¢ nagnetejo skupaj.

Metoda t-SNE odpravi glavni pomanijkljivosti metode SNE na
dva nacina: uporabi simetri¢no podobnost p;; in v prostoru vloZitve
uvede Studentovo t-porazdelitev.

V nadaljevanju ne bomo implementirali celotne standardne raz-
licice metode t-SNE, temvec¢ poenostavljeno razlic¢ico, ki ohrani
osnovno idejo: bliZnji pari v izvornem prostoru naj imajo visoko
verjetnost tudi v prostoru vloZitve, kriterijska funkcija pa naj meri
razliko med obema porazdelitvama.

class tSNE:
def __init _(self, items, sigma=40.0, eps=le-12):

random.seed(100)

self.pos = {
i: [Value(random.uniform(-1, 1)) for _ in range(2)]
for i in sorted(items)

}

self.sigma = sigma # constant bandwidth of the Gaussian

self.eps = eps # parameter for numerical stability

def parameters(self):
return [p for pos in self.pos.values() for p in pos]

def p_distribution(self, pairs, distances):
unnorm = []

Metodo SNE sta predlagala Geoffrey E.
Hinton in Sam T. Roweis (2002), t-SNE
pa Hinton in Laurens van der Maaten
(2008). Hinton je tudi eden od ocetov
sodobne umetne inteligence in je leta
2024 za svoje raziskovalno delo prejel
Nobelovo nagrado.
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for d in distances:
pij = math.exp(-(d *x 2) / (2 * self.sigma ** 2))
unnorm.append(pij)

z = sum(unnorm) + self.eps
return [p / z for p in unnorm]

def sqdist(self, a, b):
return sum((ai - bi) *x 2 \
for ai, bi in zip(self.pos[a], self.pos[b]))

def g_distribution(self, pairs):
numerators = []
for a, b in pairs:
numerators.append((Value(1.0) + self.sqdist(a, b)) *x -1)

z = sum(numerators)
return [q / z for g in numerators]

def loss(self, pairs, distances):
p = self.p_distribution(pairs, distances)
q = self.g_distribution(pairs)

loss = Value(0.0)
for pij, qij in zip(p, q):
loss = loss + Value(pij) * \
(math.log(pij + self.eps) - (gij + self.eps).log())

return loss

Razred “tSNE’ v konstruktorju ‘__init_ ‘ najprej za vsak primer
naklju¢no inicializira dvodimenzionalno vloZitev ‘self.pos’. Metoda
‘p_distribution’ iz podanih razdalj v izvornem prostoru izra¢una
porazdelitev podobnosti p;; tako, da vsako razdaljo pretvori v utez
z Gaussovo funkcijo in nato vse uteZi normalizira v verjetnosti. Za
prostor vloZitev metoda ‘sqdist’ izra¢una kvadrat evklidske razdalje,
‘q_distribution’ pa to uporabi tako da iz trenutnih polozajev tock
izratuna porazdelitev g;;. Pri tem uporabi jedro oblike

I+ lyi —ylI»)

Kriterijsko funkcijo smo implementirali v metodi ‘loss’, ki najprej do-
lo¢i porazdelitvi ‘p” in ‘q’, potem pa za izra¢un Kullback-Leiblerjeve
divergence za vse pare sesteje p;;log(pii/qij)-

Tu uporabljamo poenostavljeno razli¢ico metode t-SNE. V stan-
dardni izvedbi se Sirina Gaussovega jedra ne dolo¢i z enim samim
parametrom, temvec se za vsako to¢ko posebej prilagodi tako, da
ustreza izbrani perpleksnosti (angl. perplexity). Pogosto se upora-
blja tudi zgodnje pretiravanje (angl. early exaggeration), pri katerem
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v zaletnih iteracijah povetamo vrednosti p;; in s tem poudarimo
oblikovanje lokalnih skupin.

Poskust sAM: KAKSNA JE VLOGA PARAMETRA 07?

Na podatkih z ve¢ jasno lo¢enimi skupinami izvedi t-SNE za razli¢ne vre-
dnosti ¢. Opazuj, kako se spreminja oblika vloZitve. Pri majhnih vredno-

stih bo metoda poudarjala zelo lokalne sosede, pri velikih pa se bo pribli-
Zevala globalni strukturi. Poskusi najti vrednost, pri kateri so skupine naj-
bolj jasno lo¢ene.

Poskust sam: T-SNE z RAZREDNO INFORMACIJO.

Izberi podatkovno mnoZico za klasifikacijo in kriterijski funkciji t-SNE do-
daj ¢len, ki spodbuja, da so primeri istega razreda v vloZitvi bliZje skupaj,
primeri razli¢nih razredov pa bolj narazen; nato postopoma povetuj utez
tega ¢lena in opazuj, kako se spreminjata geometrija vloZitve ter lo¢enost
razredov.

Uporaba zgornje implementacije od tu dalje ni prav ni¢ druga¢na
kot za MDS:

model = tSNE(items, sigma=40.0)
model = train(model, pairs, targets,
n_epochs=3000, learning_rate=0.05, report_every=100)

Tudi tu so na vhodu razdalje, na izhodu pa vloZitve primerov. Te
znova lahko prikaZemo na razsevnem diagramu (slika [11). Dobljena
vlozZitev ni bistveno drugacna od tiste pri MDS. Kar je sicer zanimivo,
saj gre za metodi, ki imata popolnoma drugacno kriterijsko funkcijo.
Razlike med MDS in t-SNE se zares pokaZejo pri ve¢jih in visokoraz-
seznih podatkih. Tam je lokalna sose$¢ina pogosto informativnejsa
od globalne geometrije, zato t-SNE bolje izpostavi skupine podobnih
primerov, medtem ko MDS $e naprej sledi predvsem globalnim raz-
daljam. Primer take, zelo razli¢ne vloZzitve kaze slika , kjer je pri MDS
tezko med sabo lociti skupine, ki so jasno razvidne v prikazu vlozitev
t-SNE.

Poskusi sam: KAJ VIDI POSAMEZNA METODA?

Na majhnih mnoZicah sta MDS in t-SNE pogosto podobni; zato ustvari tri
dobro lo¢ene skupine tock v desetdimenzionalnem prostoru, izra¢unaj vse
medsebojne razdalje in jih vloZi z MDS ter t-SNE. Nato postopoma zmanj-
8uj razdaljo med skupinami. Primerjaj, pri kateri stopnji prekrivanja po-
samezna metoda Se uspe lo¢iti skupine. Kaj ohranja MDS in kaj ohranja t-
SNE?

V nasi poenostavljeni implementaciji
parameter ¢ nadomesti perpleksnost
standardnega t-SNE. Ta poskus eksperi-
mentalno pokaZe njegovo vlogo: z njim
uravnavamo, koliko lokalne ali globalne
strukture vloZitev ohranja.

Pri majhnih mnozZicah, kot so mesta v
tem poglavju, sta vlozitvi MDS in t-SNE
pogosto skoraj enaki, zato razlika med
globalno in lokalno strukturo ostane
abstraktna. Poskus na visokorazseznih
podatkih to ilustrira neposredno: ko
skupine v izvornem prostoru priblizu-
jemo, MDS zlije vloZitev, t-SNE pa naj
bi ohranjal lo¢ene gruce.
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Poskusi saM: ALI LAHKO ZAUPAMO RAZDALJAM NA SLIKI?

Za izbrane pare to¢k primerjaj njihove razdalje v izvirnem visokorazseZznem
prostoru z razdaljami v dvodimenzionalni vloZitvi ter pois¢i primere, kjer
bliZzina ali oddaljenost na sliki daje posebej zavajajo¢ vtis. Kako bi na vi-
zualizaciji izpostavil “napaéne” razdalje? Kako bi zgradil uporabniski vme-
snik za iskanje teh?

VlioZitve s silami

Oglejmo si e tretji pristop. Obravnavamo ga zato, ker se po izhodi-
$¢u precej razlikuje od prej$njih dveh in ker je zelo uveljavljen na po-
drodju vizualizacije omrezij. Pristop predpostavi, da so primeri tocke,
med katerimi delujejo sile. Pari primerov, za katere poznamo raz-
dalje, Tu uvedemo Se pomembno razliko glede na prejSnje primere:
doslej smo obravnavali podatke, pri katerih so bile razdalje podane
za vse pare primerov, kar pa za metode s silami ni nujno. Pogosto
namrec¢ zado$¢a, da poznamo razdalje ali povezave le za izbrane
pare. povezemo z “vzmetmi”, ki skuSajo ohranjati predpisano dol-
zino, hkrati pa med vsemi pari deluje Se odbojna sila, ki preprecuje,
da bi se tocke preve¢ zgostile. PoloZaj to¢k v ravnini nato dobimo
z iskanjem ravnovesja sil, ki ga poiS¢emo z minimizacijo ustrezne
energijske funkcije. Ceprav je tak pristop bil razvit na podro¢ju vizu-
alizacije omreZij, kjer Zelimo pregledno razporediti vozlisca grafa, ga
enako uspe$no uporabimo tudi za vloZitve podatkov.

Kot prej, naj bo y; € R? znova poloZaj primera i v ravnini. Za pare
primerov (i, ), za katere poznamo razdaljo d;;, uvedemo “vzmetno”

energijo
1

Evzmeti = | | Z (||3/z *1/]” - dij)zr
(ij)€E
kjer E oznacuje mnoZico parov z znanimi razdaljami. Ta ¢len sili
povezane pare, da v vloZitvi ohranjajo predpisane razdalje.
Med vsemi pari primerov hkrati deluje Se odbojna sila, ki jo opi-
Semo z energijo

0db0] Z

) =i lyi = yJII

Skupno energijo zapiSemo kot vsoto obeh ¢lenov
E = Eyzmeti +C Eodboj/

kjer konstanta C doloca relativni vpliv odbojnega ¢lena. Resitev so
taksni polozaji tock y;, ki to skupno energijo minimizirajo.

Zgornja kriterijska funkcija je na prvi pogled $e najbolj podobna
tej, ki jo uporablja MDS. A podobnost je zgolj navidezna in velja le,

1.5 1
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1.0 Novo .Mesto .
Postojna
0.5 1 ¢
Ljubljana
L]
0.0
Celje .
-0.5 . Kranj
Maribor
-1.0 1 .
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Slika 11: Dvodimenzionalna

vlozitev s t-SNE.
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ko so razdalje podane za vse pare. Pri MDS en sam ¢len enakovredno
obravnava vse pare primerov in skusa globalno ohraniti vse razdalje.
Pri silno vodenih vloZitvah pa se kriterijska funkcija razcepi na ve¢
delov: vzmeti delujejo le med izbranimi pari (npr. povezanimi v
omreZju) in skrbijo za lokalno strukturo, odboj pa deluje med vsemi
pari in preprecuje zgoscanje tock. S tem dobimo ravnovesje med
lokalnim ohranjanjem razdalj in globalnim razmikom tock, kar vodi
do bistveno druga¢nih vloZitev kot pri MDS.

Tokrat je implementacijska koda, pa¢ zaradi dveh ¢lenov kriterijske
funkcije in potrebnih normalizacij, malce daljsa:

class ForceDirectedLayout:
def __init__(self, items, rep_strength=5000.0):
random.seed(100)
self.items = sorted(items)
self.rep_strength = rep_strength

self.pos = {
i: [Value(random.uniform(-1, 1)) for _ in range(2)]
for i in self.items

def parameters(self):
return [p for pos in self.pos.values() for p in pos]

def d(self, a, b):
dx = self.pos[al[0] - self.pos[b][0O]
dy = self.pos[al[l] - self.pos[b][1]
return (dx ** 2 + dy **x 2 + Value(le-6)) ** 0.5

def loss(self, edges, target_lengths):
# springs between connected pairs
E = edges
L = target_lengths
spring = Value(0.0)
nE = len(E)

for (a, b), t in zip(E, L):
dist = self.d(a, b)
spring += (dist - Value(t)) #*x 2

spring = spring / Value(nE)

# repulsion between all pairs
rep = Value(0.0)

N = len(self.items)

cnt =0

for i in range(N):

81
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for j in range(i + 1, N):
a = self.items[i]
b = self.items[j]
dist = self.d(a, b)
rep += dist *x (-1)
cnt += 1

rep = rep x self.rep_strength / cnt

return spring + rep

Na prav enak nacin kot pri MDS in t-SNE pridobimo tudi vloZi-
tve s silami. Tudi tu je konvergenca hitra, dobljena vizualizacija pa
presenetljivo podobna tistim, ki jih dobimo s prej$njima metodama:

model = ForceDirectedLayout(items, rep_strength=5000.0)
model = train(model, pairs, targets, n_epochs=3000,
learning_rate=0.05, report_every=100)

Ce Zelimo dodatno prepreciti, da bi celotna konfiguracija “odpla-
vala” stran od izhodis$¢a, dodamo Se Sibek centrirni ¢len

1& 2
Ecenter = — Z H]/z” ’
n
i=1
Skupno energijo zdaj zapiSemo kot vsoto vseh treh ¢lenov

E= Evzmeti +C Eodboj + A Ecenter,

kjer z nastavitvijo vrednosti konstante A dolo¢imo vpliv centrirnega
¢lena. V kodi spremenimo le zadnji del metode loss

# centering loss

cent = Value(0.0)

for i in self.items:
x, y = self.pos[i]
cent += X x X +y *x y

cent = self.cent_strength * cent / N

return spring + rep + cent

in k inicializaciji razreda dodamo nastavitev self.cent_strength. V
nasi implementaciji smo njeno vrednost nastavili na 0.001 in pri tako

dolo¢enem problemu prav velikega vpliva ni imela.

Povezava t-SNE z vloZitvami s silami

Tehniko t-SNE smo predstavili kot pristop, ki minimizira Kullback-
Leiblerjevo divergenco med porazdelitvama podobnosti v izvornem

Smo tak centrirni ¢len v prej$njih
poglavijih Ze omenjali? Na primer pri
linearni regresiji? Regularizacija!
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prostoru in prostoru vloZitve:
LY) =Y pilog 'l
(Y) sz] 0g —
i 9ij
kjer velja
RS R O
T Bk (T gk —wl») ™!

Za razumevanje dinamike optimizacije izracunamo gradient kriterij-

ske funkcije glede na poloZaje tock y;. Po odvajanju (tu predstavljamo
samo rezultat) dobimo

oL (vi—yj)
9= _y o — g )
9Yi ]-;(pl] )15 lyi = y;I?

Ta izraz lahko interpretiramo kot vsoto sil, ki delujejo na tocko y;.
Gradient lahko razcepimo na dva ¢lena:

L (vi —yj) (vi —yj)

i 4;’”1]1 + llyi — yjl? 4;’“ Lt Jlyi —yill*
Prvi ¢len lahko v interpretaciji predstavlja privla¢ne sile med to¢-
kama i in j, katerih jakost je sorazmerna podobnosti p;; v izvornem
prostoru. Te sile so najvecje za pare, ki so si v izvornem prostoru
blizu, in vlecejo ustrezne tocke v vloZitvi skupaj. Drugi ¢len pred-
stavlja odbojne sile, ki delujejo med vsemi pari tock in preprecujejo
njihovo zgostanje. Njihova jakost izhaja iz porazdelitve g;;, ki je odvi-
sna od trenutne razporeditve tock v vlozitvi.
Gradient t-SNE lahko interpretiramo kot ravnovesje med privlac-
nimi in odbojnimi silami. V tem smislu je t-SNE soroden vlozZitvam
s silami, le da so interakcije dolo¢ene posredno prek verjetnostnega
modela. Razlika je v tem, da so pri pristopu s silami te interakcije
podane neposredno z vzmetnimi in odbojnimi ¢leni, medtem ko pri
t-SNE izhajajo iz verjetnostnega modela. Privla¢ne sile pri t-SNE Pristop t-SNE lahko zato razumemo
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izrecno poudarjajo lokalne sosede preko uteZi p;;, medtem ko oblika kot verjetnostno utemeljeno vloZitev s
silami, kjer ravnovesje med privla¢nimi

Odbojnega ¢lena z imenovalcem 1 + H]/ i~ Y H2 ZagOtaVIja dOIg doseg in odbojnimi silami dolo¢a kon¢no
odboja in s tem preprecuje zgoscanje tock. razporeditev tock v prostoru.

O implementacijah vloZitvenih metod

Implementacije v tem poglavju so namenoma poenostavljene. Njihov
namen ni numeri¢na uéinkovitost, temvec jasen prikaz povezave med
kriterijsko funkcijo, gradientom in kon¢no vloZitvijo. Pri tem nismo
ponudili numeri¢no najucinkovitejsih resitev. To Se posebej velja za
metodo t-SNE, kjer smo uporabili precej poenostavljeno razlicico: $i-
rino Gaussove porazdelitve smo dolo¢ili z enim samim parametrom
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o, enakim za vse tocke, medtem ko se v praksi o; prilagaja za vsak
primer posebej tako, da imajo vsi primeri v originalnem prostoru
“enako” stevilo sosedov. Poleg tega sodobne implementacije vklju-
¢ujejo Stevilne izboljSave, kot so pametnejsa inicializacija ter pribliZni
izra¢uni sil (npr. z Barnes-Hutovo aproksimacijo, kjer oddaljene
tocke nadomestimo z eno samo, povprecno), ki bistveno pohitrijo
izvajanje pri ve¢jih mnoZicah podatkov. Dodaten trik je tudi zgodnje
pretiravanje (angl. early exaggeration), kjer v zacetnih iteracijah ume-
tno povecamo vrednosti p;j, s ¢imer okrepimo privla¢ne sile med
bliZnjimi to¢kami. Tako se skupine najprej jasno oblikujejo in locijo,
Sele nato pa se njihova medsebojna razmerja natan¢neje uravnajo.

Podobno velja tudi za ve¢razsezno lestvi¢enje. Ceprav lahko kri-
terijsko funkcijo minimiziramo z gradientnim sestopom, se v praksi
najpogosteje uporablja algoritem SMACOF (angl. Scaling by MAjori-
zing a COmplicated Function). Ta pristop temelji na ideji majorizacije:
namesto da neposredno optimiziramo zahtevno kriterijsko funkcijo,
v vsakem koraku zgradimo njeno enostavnej$o zgornjo aproksima-
cijo, ki jo lahko minimiziramo v zaprti obliki. Tako dobimo iterativen
postopek, ki monotonno zmanjsuje vrednost kriterijske funkcije in je
praviloma stabilnejsi ter hitrejsi od preprostega gradientnega sestopa.

Se najbliZe prakti¢ni rabi je zato morda pristop z vloZitvami s si-
lami, kjer Ze osnovni modeli z vzmetmi in odbojem pogosto dajo
uporabne rezultate. A tudi tam v praksi srecamo dodatne izboljsave,
kot so uteZevanje povezav, prilagajanje jakosti sil skozi ¢as (t. i. “ohla-
janje”) in hitrejsi pribliZzni izra¢uni odbojnih interakcij. Za prakti¢no
uporabo je pomembno predvsem to, da posamezni pristopi izhajajo
iz razli¢nih ciljev: MDS skus$a ohraniti razdalje, t-SNE lokalne sose-
$¢ine, metode s silami pa ravnovesje med privla¢nimi in odbojnimi
interakcijami.

Poskust sAM: VLOZITEV NOVIH TOCK.

Razsiri implementacijo vloZitve tako, da pri Ze naucenih poloZajih obsto-
je¢ih primerov poisce poloZzaj nove tocke zgolj iz (nekaterih) njenih razdalj
oziroma podobnosti do obstojecih primerov, nato pa preveri kakovost po-
stopka tako, da posamezne znane primere zacasno odstranis, jih ponovno
vloZi$ kot nove in primerjas dobljeni poloZaj z izvirnim.

Parametru, ki doloca Stevilo sosedov
pri t-SNE<ju, v angles¢ini pravimo
perplexity.



Grucenje in razlaga gruc

Za¢nimo s primerom. Imam podatke o vecini drzav sveta, njih
skoraj 200, ki jih popiSemo s socioekonomskimi znacilkami. Znacilk
imamo, recimo, veliko, vsaj nekaj deset. Vzorec takih podatkov je na
primer v tabeli spodaj, a dejansko je nasa podatkovna matrika veliko

vedja.
Pricakovana Povpre¢no Delez Necepljeni
Zivljenjska Stevilo let BDP na urbanega dojencki Tabela 5: Primer profiliranja
Drzava doba Solanja prebivalca prebivalstva (o8pice) drzav s socioekonomskimi
Avstralija 82.5 13.2 428220 89.4 70  Podatki.
Cile 82.0 9.9 21665.0 89.5 6.0
Kuba 79.6 11.8 7455.0 77.1 1.0
Danska 80.4 12.7 44519.0 87.7 10.0
Gr¢ija 81.1 10.5 24808.0 78.0 3.0
Slovenija 80.6 12.1 28 664.0 49.7 6.0 ,
Svica 83.1 13.4 56364.0 73.9 7.0 ’@
Venezuela 744 9.4 15129.0 89.0 11.0 °
9
,3
Nad takimi podatki lahko izvedemo grucenje, torej postopek, kjer S O
podatke razdelimo v skupine (gruce) glede na njihovo podobnost. $ >
V tem poglavju bomo postopke grucenja skusali predstaviti siste- ®
mati¢no, a Sele kasneje, saj jih je, prvi¢, bralec skozi svoje dosedanje é
Solanje najbrz Ze spoznal, in drugi¢, ker se bomo najprej posvetili - 5
postopkom razlage gru¢. Tretji¢ pa zato, ker smo nekatere postopke 4
za iskanje gru¢ Ze spoznali v prejSnjem poglavju, ko smo gradili ® v
podatkovne karte oziroma smo podatke skusali predstaviti v dvo- :
razseznem razsevnem diagramu. Primer tak$ne podatkovne karte je
prikazan na sliki
Na podatkovni karti s slike [12|1ahko razberemo nekaj skupin. ® 9
Izbrali smo eno izmed njih, z osmimi drzavami, in Zelimo vedeti, kaj \
je tem drzavam skupnega. Imamo nekaj moznosti:
* Imena drzav lahko izpiSemo. To bo za osem drzav najbrz prva W } Sl

stvar, ki jo lahko naredimo, problem pa bi bil, ¢e bi bila izbrana

Slika 12: Drzave v grafu t-SNE.
Za gradnjo grafa smo uporabili
podatkovni nabor Human Deve-
lopment Index iz leta 2014 z 50
znac¢ilkami. Med drzavami na
grafu smo izbrali manj$o sku-
DIino.
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skupina ve¢ja in manj pregledna.

* Pogledamo, kje so te drzave na zemljevidu. Zemljevid nam ponuja

dodatno informacijo, ki sicer ni vsebovana v podatkih, a nam
pride prav, sploh ¢e nam geografija ni tuja.

¢ Lahko si pomagamo s podatki o skupinah drzav, na primer medi-
teranske, azijske, juznoameriske, in potem ugotovimo, ali vecina
drZzav, ki smo jih izbrali, pripada kaksni od teh skupin.

¢ Razmisljamo lahko, v katerih znacilnostih so izbrane drzave raz-
li¢ne od vseh ostalih. Se najbolj prav bi nam tu prigel urejen se-
znam atributov, od atributov, kjer se izbrane drzave najbolj lo¢ijo
od vseh ostalih, do atributov, kjer je ta lo¢itev slabsa ali pa je ni.

Seveda nam bodo tu pomagala socioekonomska znanja za razume-

vanje tega urejenega seznama.

¢ Ce imamo atributov veliko, bi nam lahko pomagala ureditev atri-

butov v skupine. Recimo, dolo¢ili bi lahko atribute, ki so povezani

z zdravstvom, pa s finan¢nimi kazalci, Solstvom in podobnim.
Potem bi morda lahko za izbrane drzave ugotovili, da so to med

najpremoznej$imi drzavami na svetu ali pa med drzavami z najbolj

razvitim Solstvom in podobno.

Zgoraj nasteti so razli¢ni nacini razlage skupin. Pri nekaterih smo
uporabili vedenje o (izbranih) primerih, pri drugih pa smo skusali
izbrane primere (diferencialno) opisati z uporabo podatkov. Pri ve-
¢ini nekoliko boljsih razlag nam je prav prislo neko dodatno znanje
oziroma informacije, ki niso bile prisotne v sami tabeli podatkov.
Takemu znanju pravimo tudi domensko znanje. Pri vseh zgornjih

idejah, razen morda pri prvih dveh, bomo sicer morali uporabiti neke

ra¢unske postopke za rangiranje atributov ali pa ugotavljanje oboga-
tenosti skupin. In prav o teh bo govor v nadaljevanju besedila.

Analiza obogatenosti skupin

Poenostavimo zgornji primer in predpostavimo, da smo v podatkih
imeli samo 12 drzav in med njimi nasli skupino petih, kot to kaze
tabela[f] Opazimo, da je med izbranimi drzavami kar nekaj medite-
ranskih. Pravzaprav je v tabeli pet mediteranskih drzav (Francija,
Grtija, Hrvaska, Italija, Spanija), med njimi pa so kar stiri drzave

iz naSega izbora. V naSem izboru je tudi Portugalska, ki ni medi-
teranska drZzava. Vprasamo se, ali bi tako veliko (ali ve¢je) Stevilo
mediteranskih drzav v naSem izboru dobili tudi po naklju¢ju. Torej,
kaksna je verjetnost, da bi pri naklju¢nem izboru petih drzav izmed
vseh dvanajstih izbrali vsaj stiri mediteranske drzave?

Pojavu, da se neka skupina v izboru
pojavlja pogosteje, kot bi pricakovali pri
naklju¢nem izboru iz celotne mnoZice,
pravimo obogatenost skupine.



Pomagajmo si s kombinatoriko. Nasi podatki vsebujejo konéno
mnozico N = 12 drZav, med katerimi je K = 5 mediteranskih drzav.
Iz te mnoZice smo izbrali n = 5 drzav, pri cemer je bilo k = 4 medi-
teranskih. Verjetnost, da v izboru dobimo natanko k mediteranskih
drzav, je enaka
(HOE)

()

Ta izraz je znan kot hipergeometri¢na porazdelitev, ki opisuje ver-

P(X =k) =

jetnosti pri vzoréenju brez vrac¢anja iz konéne mnozice. V nasem
primeru slucajna spremenljivka X, ki Steje Stevilo mediteranskih dr-
Zav v izboru, sledi hipergeometri¢ni porazdelitvi s parametri N, K in
n.

V hipergeometri¢ni porazdelitvi je (§) tevilo natinov, kako izmed
vseh K mediteranskih drzav izberemo k drzav, (IZ:,{() Stevilo nacinov,
kako izmed vseh nemediteranskih drzav izberemo preostalih n — k
drzav, (11\1] ) pa $tevilo vseh moznih izborov n drzav iz celotne mnozice
N drZav. Ulomek tako predstavlja delez vseh moZnih izborov, v
katerih je natanko k mediteranskih drzav.

V naSem primeru smo opazili X = 4, saj so med petimi izbranimi
drzavami stiri mediteranske. Ker nas zanima, ali je to nenavadno
velik delez, ratunamo verjetnost, da bi po naklju¢ju dobili vsaj stiri
mediteranske drzave:

Dobimo 5
@G 57 35
P(X=4)= () 792~ 792’
in 5 7
B 11
Skupaj je torej
35 1 36 1
> = — —_— — = — ) .
P(X - 4) 792 * 792 792 22 0,0455

To pomeni, da bi pri povsem naklju¢nem izboru petih drzav izmed
dvanajstih dobili vsaj Stiri mediteranske drZave z verjetnostjo pribli-
Zno 4,5%. Tak rezultat je torej razmeroma malo verjeten in kaZe na
to, da so mediteranske drZzave v nasem izboru obogatene glede na to,
kar bi pricakovali po nakljugju.

Za dodatno orientacijo lahko pogledamo $e pri¢akovano stevilo
mediteranskih drzav v naklju¢nem izboru petih drzav. Za hipergeo-
metri¢no porazdelitev velja, da je pricakovana vrednost enaka

K 5 25
E(X)=ng =555 =5 ~208.
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Tabela 6: Drzave in njihov izbor.

Izbrane drZzave so oznalene v
koloni “Izbor” z 1, ostale z o.

Drzava

Izbor

Avstrija
Francija
Gréija
Hrvaska
Italija
Nemcija
Nizozemska
Portugalska
Poljska
Spanija
Svedska
Svica

O O R ORrR OO R OHR RO
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V naklju¢nem izboru bi torej v povpredju pricakovali nekaj ve¢ kot
dve mediteranski drzavi, opazili pa smo kar stiri. Tudi tako vidimo,
da je nas rezultat drugacen od pricakovanega pri naklju¢nem izboru.
Seveda bi namesto mediteranske skupine lahko vzeli tudi kaksno
drugo skupino drzav. Recimo, drZave evrobmod¢ja. Med dvanajstimi
drzavami v nasih podatkih je takih drzav devet, med petimi izbra-
nimi drzavami pa so vse ¢lanice evroobmogja. Ce oznatimo z X
Stevilo drzav evroobmodja v izboru, velja N = 12, K =9,n = 5
in k = 5. Verjetnost, da bi pri naklju¢nem izboru petih drzav dobili
same drZave evroobmocdja, je
B _ 126

— ~0,159.

PX=5)= 2~ 792

Tak rezultat torej ni posebno malo verjeten, zato v tem primeru ne bi
mogli govoriti o izraziti obogatenosti.

Obogatenost je torej pojav, ko se elementi dolo¢ene skupine v
izboru pojavljajo pogosteje, kot bi pri¢akovali po naklju¢ju. Analiza
obogatenosti pa je postopek, s katerim to odstopanje kvantitativno
ovrednotimo in preverimo, ali ga lahko pripiSemo naklju¢ju ali pa
kaZe na dejanski vzorec v podatkih.

Analiza obogatenosti v kodi

Z analizo obogatenosti lahko torej razloZimo, kateri skupini primerov
pripadajo izbrani primeri tako, da je ta pripadnost (mo¢no) drugacne
od naklju¢ne. Za to poleg podatkov pripravimo domensko znanje v
obliki skupin, za na$ primer na primer v zapisu, kot je prikazan na
sliki

Za izra¢un obogatenosti bomo uporabili funkcijo hypergeom.sf
iz knjiznice scipy.stats, kjer je sf tako imenovana funkcija prezi-
vetja (angl. survival function) in nam vrne verjetnost, da je slucajna
spremenljivka X ve¢ja od dolocene vrednosti k.

def enrichment(all_items, selected_items, group):
group = set(group) & all_items

len(all_items)
len(selected_items)
len(group)

len(group & selected_items)

x X o 2
n

p_value = hypergeom.sf(k - 1, N, K, n) if K > 0 else 1.0
expected = n x K/ N if N > 0 else 0.0
fold = (k / expected) if expected > 0 else float("nan")

return {

Slika 13: Zapis v obliki YAML
s primerom dolo¢itve skupin
drzav.

Mediteranske:
- Francija
- Gréija
- Hrvaska
- Italija
- Spanija

Balkanske:
- Gréija
- Hrvaska

Zahodnoevropske:
- Francija
- Nemcija
- Nizozemska
- Avstrija
- Svica
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"K": K,
"k ok,
"expected": expected,
"fold": fold,
"p_value": p_value,
}
Vhod v na$o funkcijo obogatenosti enrichment so mnoZica vseh Statistiéna znagilnost opisuje, kako
objektov, mnozZica izbranih objektov in skupina, za katero ratunamo verjetno je, da bi opazen rezultat nastal

zgolj zaradi nakljucja. To ocenimo s p-
vrednostjo: manj$a kot je, manj verjetno
skupini, ¢e bi bil izbor naklju¢en. Funkcija vrne parametra porazde- je, da je rezultat posledica naklju¢nega
izbora.

obogatenost oziroma verjetnost, da bi izbrani objekti pripadali tej

litve K in k, pri¢akovano vrednost (koliko elementov iz dane skupine
bi pricakovali med izbranimi objekti pri naklju¢nem izboru) faktor )
obogatenosti (razmerje dejanske in pri¢akovane vrednosti), in konéno
Se p-vrednost, ki ocenjuje statisti¢no znacilnost opazenega prekriva-
nja.

V glavnem delu nase implementacije preberemo podatke o izboru, ; 5w
podatke o skupinah drZav, izra¢tunamo obogatenost in izpiSemo

rezultate:

import yaml
import pandas as pd

df = pd.read_excel("izbrane-drzave.xlsx")
all_items = set(df["Drzava"].astype(str).str.strip())

selected_items = set(
df.loc[df["Izbor"] == 1, "Drzava"].astype(str).str.strip()

with open("skupine-drzav.yaml", "r", encoding="utf-8") as f:
groups = yaml.safe_load(f)

results = []

for name, group in groups.items(): Slika 14: Primer moZne anota-
r = enrichment(all_items, selected_items, group)
r["group"] = name
results.append(r)

cije t-SNE razporeditve drzav
v dvodimenzionalno karto. Bi
znali tako razlago karte spro-

results.sort(key=lambda x: x["p_value"]) gramirati?

for r in results:
print(
f'{r['group’]+":":20s} "
f'k={r['k’]:2d}, K={r['K"]:2d}, "
f"E={r['expected’]:.2f}, "
f'fold={r[’fold’]:.2f}, "
f'"P={r[’p_value’]:4f}"
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Analiza obogatenosti za na$ izbor drzav in skupine drzav, s kate-
rimi predstavimo domensko znanje, torej vrne po p-vrednosti urejen
seznam skupin:

Mediteranske: k= 4, K= 5, E=2.08, fold=1.92, P=0.0455
Evroobmocije: k= 5, K= 9, E=3.75, fold=1.33, P=0.1591
Obmorske: k= 5, K=10, E=4.17, fold=1.20, P=0.3182
Balkanske: k=1, K= 2, E=0.83, fold=1.20, P=0.6818
Zahodnoevropske: k= 1, K= 5, E=2.08, fold=0.48, P=0.9735

Pravzaprav nas zanimajo samo skupine, ki so statisti¢no znacilne
in kjer je njihova naklju¢na verjetnost zelo majhna. Za to pa rabimo
dolo¢iti prag, obic¢ajno oznacen z « (npr. « = 0,05), pod katerim
p-vrednost Stejemo kot dovolj majhno. Skupine z p < & tako obravna-
vamo kot obogatene, ostale pa kot posledico naklju¢nega izbora.
Kako se potem lotim razlage morebitnih skupin s slike Lahko
z izdelavo interaktivne vizualizacije, kjer bi uporabniku omogo¢ili iz-
bor to¢k oziroma drzav iz vizualizacije in potem prikazali obogatene
skupine. Se bolj$a pa bi bila avtomati¢na prepoznava grué toc¢k na
vizualizaciji in potem anotacija teh gruc¢ z imeni obogatenih skupin.
Nekaj podobnega (sicer izmiSljeni) razlagi s slike

Poskust saAM: PREVEC SKUPIN, PREMALO STATISTIKE.

Ustvari 100 primerov in jih naklju¢no razdeli v dve skupini po 50; eno sku-
pino obravnavaj kot izbor (selected_items), drugo kot preostanek. Nato
generiraj m naklju¢nih skupin (vsaka je naklju¢na podmnoZica vseh pri-
merov) in za vsako izra¢unaj obogatenost z enrichment. Prestej, koliko sku-
pin ima p < 0,05. Ponovi za m = 100 in m = 1000 (z istim izborom ali z
ve¢ ponovitvami). Kaj se zgodi s Stevilom obogatenih skupin, ko povecu-
jes m?

Veckratno testiranje

V zgornjem primeru smo testirali le nekaj skupin drzav. Stevilo sku-
pin pa je pogosto precej vedje. Drzave iz nasega primera bi lahko bile
na primer oznacene z mnogimi geografskimi, politi¢nimi, gospodar-
skimi, kulturnimi in zgodovinskimi oznakami. Ce je teh testiranih
skupin veliko, se lahko zgodi, da so nekatere skupine videti stati-
sti¢no znacilne zgolj po nakljudju.

Gre za problem veckratnega testivanja (angl. multiple testing problem):
Ce izvedemo veliko lo¢enih testov, bodo nekateri rezultati videti sta-
tisti¢no znadilni Ze zaradi naklu¢ja. Predpostavimo, da testiramo 100
skupin in uporabimo prag « = 0.05. Tudi ¢e nobena skupina v resnici
ni obogatena, bi s to izbiro « zaradi naklju¢ja pri¢akovali pribliZzno
pet skupin znacilno obogatenih skupin (p < 0.05). Zato so lahko pri
velikem S$tevilu testov izvedene vrednosti p zavajajoce.

Parameter a doloca verjetnost napake
tipa I, torej da napa¢no razglasimo
rezultat za statisti¢no znacilen, ¢eprav je
v resnici posledica nakljudja.



Ena najbolj znanih popravkov je te meje je Bonferronijev popravek.
Po njem, ko izvedemo m testov, prag « nadomestimo z

Bonferronijev popravek je zelo konservativen: mo¢no zmanjsa ver-
jetnost laznih odkritij, vendar lahko hkrati prikrije tudi nekatere
dejansko obogatene skupine.

Manj konservativen in pogosto uporabnejsi pristop je nadzorova-
nje stopnje laznih odkritij (false discovery rate, FDR). FDR predstavlja
pri¢akovani delez laznih odkritij med vsemi rezultati, ki jih razgla-
simo za statisti¢no znatilne. Ce na primer nadzorujemo FDR na ravni
« = 0.05, sprejmemo moznost, da je med skupinami, ki jih razglasimo
za obogatene, priblizno 5% laZnih odkritij. Popravek lahko razu-
memo kot nacin prilagajanja vrednosti p. Najprej vseh m vrednosti p
uredimo od najmanjSe do najvegje:

Py S P2 S S P

Vsako urejeno vrednost p nato pomnoZimo s faktorjem, ki je odvisen
od njenega ranga:
. m

Py =P
Tako najmanjs$o vrednost p pomnoZimo z m, drugo najmanjso z m /2,
tretjo z m/3 in tako naprej. Nato prilagojene vrednosti dodatno po-
pravimo, da so monotono naras¢ajoce in se pri prehodu od man;jsih
proti vedjim izvirnim vrednostim p ne zmanjsujejo. Tako dobljene
prilagojene vrednosti p lahko primerjamo z obi¢ajnim pragom a.
Skupine, katerih prilagojena vrednost p je manjsa od «, ozna¢imo kot
statisti¢no znacilne.

V primerjavi z Bonferronijevim popravkom je Benjamini-Hochbergov

popravek obi¢ajno manj strog, zato pogosto odkrije ve¢ obogatenih
skupin, hkrati pa Se vedno omejuje pricakovani delez laznih odkritij
med prijavljenimi rezultati.

V praksi bi morala analiza obogatitve zato porocati ne le o surovih
vrednostih p, temve¢ tudi o popravljenih vrednostih p oziroma o
oceni FDR, zlasti kadar testiramo veliko Stevilo skupin. Pri majhnem
$tevilu skupin popravek morda ne bo bistveno spremenil sklepov. Pri
tisocih testiranih skupinah pa lahko popolnoma spremeni, katerim
razlagam lahko zaupamo.

S skupinami povezane zvezne znacilke

Vrnimo se k nasemu izboru skupine drZav s slike [12} a se tokrat osre-
doto¢imo na njihove lastnosti. Radi bi ugotovili, v katerih znacilkah
se izbrana skupina razlikuje od vseh drugih. V podatkih, iz katerih
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Bonferronijev popravek je poimenovan
po Carlu Emiliu Bonferroniju, njegova
osnova pa izhaja iz njegovega dela o
verjetnostnih neenakostih iz leta 1936.

Stopnjo laznih odkritij (FDR) sta leta
1995 uvedla Yoav Benjamini in Yosef
Hochberg v ¢lanku “Controlling the
False Discovery Rate: A Practical

and Powerful Approach to Multiple
Testing” v reviji em Journal of the Royal
Statistical Society: Series B.
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smo zgradili vizualizacijo, je bilo 50 znacilk, zato bi bilo smiselno
dobiti urejen seznam, kjer so na vrhu tiste, ki so z nas§im izborom naj-
bolj povezane. Potrebujemo torej neko cenilko povezanosti skupine z
informativnostjo znacilke, ki zavzame vecje vrednosti za znacilke, pri
katerih se izbrane drzave najbolj razlikujejo od preostalih.

Za¢nimo sicer s hipoteti¢nim primerom in za tri znacilke, imeno-
vali smo jih kar A, B, in C, prikazimo, kaksna je njihova porazdelitev
vrednosti v izbrani mnoZici drzav in kako so te vrednosti poraz-
deljene v vseh ostalih drzavah (slika[15). Katera znatilka je najbolj
informativna? Katera torej najbolje lo¢i primere iz izbrane gruce od
vseh ostalih primerov? Porazdelitvi sta lo¢eni pri znacilkah A in B, a
je prekrivanje pri znacilki B manjse. Prekrivanje je veliko pri znacilki
C.

O¢itno nam o izbrani skupini najvec¢ informacij poda znacilka B.
Intuitivno lahko re¢emo, da so boljse tiste znacilke, pri katerih sta
porazdelitvi ¢im bolj odmaknjeni druga od druge in hkrati ¢im manj
razprSeni. Odmaknjenost lahko ocenimo z razliko med povpre¢nima
vrednostma obeh skupin, razpr$enost pa z varianco. Ker Zelimo eno
samo cenilko, ki uposteva oboje, lahko uporabimo ¢-statistiko. Ta
meri razliko med povpre¢jema glede na razprsenost podatkov v obeh
skupinah. Za znacilko X jo zapiSsemo kot

D — ]
2 2
S5
n 12
2 2

kjer sta X1 in X, povpredji v izbrani in preostali skupini, s{ in s5 va-

t:

rianci, 77 in 1y pa velikosti obeh skupin. Vedja absolutna vrednost ¢
pomeni vedjo lo¢ljivost med skupinama in s tem vegjo informativnost
znacilke.

Za rangiranje znacilk bo absolutna vrednost ¢t dovolj, ¢e pa Ze-
limo oceniti tudi statisti¢cno znacilnost opazene razlike, ¢ pretvorimo
v p-vrednost. To dobimo iz t-porazdelitve kot verjetnost, da bi ob
predpostavki, da razlike med skupinama ni, dobili tako veliko ali Se
vedjo vrednost |f|. Pri tem predpostavimo, da ¢t sledi t-porazdelitvi
z ustreznim $tevilom prostostnih stopenj (npr. v = nj + np — 2) in
izratunamo repno verjetnost. Za dvostranski test velja

p=2-P(T > |t]).

Manjsa kot je p-vrednost, manj verjetno je, da je opaZena razlika
posledica naklju¢ja. V Pythonu to izra¢unamo kot:

from scipy.stats import t
p_value = 2 * t.sf(abs(t_stat), df)

Statistiko t je uvedel William Sealy
Gosset leta 1908. Objavil jo je pod
psevdonimom Student v ¢lanku “The
probable error of a mean”, saj je delal
za pivovarno Guinness, ki svojim
zaposlenim ni dovoljevala objavljanja
znanstvenih del pod lastnim imenom.
Zato danes govorimo o Studentovi
t-porazdelitvi in t-testu.

Slika 15: Porazdelitev spremen-
liivk A, B in C v izbrani skupini
primerov (oranzna) in v vseh
ostalih primerih (modra).
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S kodo, ki bi primerno prebrala podatke, nam omogocila izbor
neke skupine drZzav in potem izra¢unala t-statistiko oziroma njeno
pripadajoco p-vrednost bi lahko dobili izpis, katerega primer je na
primer spodaj:

.0000
.0000

0 v Neenakost v zivljenjski dobi (%)
0 v Umrljivost dojenckov (na 1000 rojstev)
0.0006 v Mladi brez Sole in zaposlitve (%)
0.0012 v Dojencki izkljucno dojeni (%)
0.0014 v Neenakost v dohodku (%)

0.0294 ~ Delez zensk v parlamentu (%)

0.0769 ~ Placan porodniski dopust (dni)

Ta poleg p-vrednosti tudi pove, ali je vrednost znacilke v izbrani
skupini manjsa ali ve¢ja. Seveda bi bilo zelo primerno, ¢e bi za tako

analizo razvili primerni uporabniski vmesnik, ki bi nam na enostaven

nacin omogocil raziskovanje podatkov in njihovih skupin.

Kaj pa, ce so spremenljivke kategoricne?

Zgornje predpostavlja, da so vse znacilke zvezne. Kaj pa, ¢e so te
kategori¢ne (recimo spol, regija ali tip drzave)? V tem primeru lahko
namesto cenilke t uporabimo x2-statistiko, ki meri odstopanje med
opazZenimi in pri¢akovanimi frekvencami v kontingen¢ni tabeli.

Predpostavimo, da je med 12 drZzavami 8 ¢lanic OECD, 4 pa niso,
in da tabela podatkov (glej tabelo ) vsebuje znacilko, ki o tem ¢lan-
stvu poroca. Naj bodo v izbrani skupini petih drzav, kjer so 4 ¢lanice
OECD in 1 ni. Ta razmerja lahko predstavimo v kontingen¢ni ta-
beli [7}

Ce ¢lanstvo v OECD z izborom ne bi bilo povezano, bi pri¢ako-
vane frekvence izracunali kot

(vsota vrstice) - (vsota stolpca)

E“ =
! skupna vsota

]

Tako za ¢lanice OECD v izbrani skupini dobimo

8.5

E=— =333
12 7 4
za neclanice OECD pa
4.5
E=— =167
12 6

Odstopanje med opaZenimi in pri¢akovanimi frekvencami bomo
kvantitativno izmerili s statistiko x?, ki zdruZuje prispevke vseh celic
kontingenéne tabele. Statistiko x? izratunamo kot

2
(0yj — Ejj)

2 _ i
X Z Ei' 4

i j
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Tabela 7: Kontingen¢na tabela
¢lanstva v OECD.

Izbrane Ostale

OECD 4 4
Ne-OECD 1 3
Skupaj 5 7

Statistiko x? je uvedel Karl Pearson leta
1900 in jo predstavil v ¢lanku On the
criterion that a given system of deviations...
kot metodo za preverjanje ujemanja
med opaZenimi in pri¢akovanimi
frekvencami.
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kjer je O;; opaZena, E;; pa pricakovana frekvenca. V naSem primeru
dobimo
, (4-333)2 (4-467)2 (1-1,67)>2 (3-233)?

=33 " 1y T 1er T 233 0%

Vegja kot je vrednost x?, vedje je odstopanje med opaZenimi in pri-
¢akovanimi frekvencami, in s tem mocnejsa povezanost med kate-
gori¢no zna&ilko in izbrano skupino. Ce Zelimo oceniti e statisti¢no
znatilnost, vrednost x? pretvorimo v p-vrednost s porazdelitvijo x? z
ustreznim Stevilom prostostnih stopenj, a to na¢eloma smemo storiti
le, &e so pricakovane frekvence v vseh celicah dovolj velike (pravi-
loma vsaj okoli 5).

V Pythonu se za izra¢un nasega primera posluZimo naslednje
kode:

import numpy as np
from scipy.stats import chi2_contingency

0 = np.array([
[4, 41,
[1, 3]

D

chi2_stat, p_value, df, E = chi2_contingency(0, correction=False)
print(f"chi2 = {chi2_stat:.4f}")
print(f"p = {p_value:.4f}")

Funkcija chi2_contingency vrne vrednost x2, njeno pripadajo¢o
p-vrednost, Stevilo prostostnih stopenj ter matriko pri¢akovanih
frekvenc. Program vrne,

chi2
p

0.6857
0.4076

in lahko sklepamo, da ¢lanstvo v OECD ni znacilka, ki bi bila pove-
zana z nasim izborom drzav.

Tudi spremenljivke lahko razvrstimo v skupine

Razlaga skupine z rangiranjem spremenljivk zahteva seveda interpre-
tacijo. Dobro moramo poznati pomen spremenljivk in vedeti, na kaj
se te nanasSajo ter interpretirati rezultate skladno z p-vrednostmi in
vrstnim redom spremenljivk v rangu. Huh, Ze prejsnji stavek je precej
dolg in morda kompliciran. Interpretacija torej ni enostavna.

Kaj pa, ¢e si tudi tu pomagamo z domenskim znanjem, in na pri-
mer spremenljivke uredimo v skupine? Na primer tako, kot je to

Slika 16: Socioekonomske zna-
¢ilke razvrséene v skupine.

Otroci in mladina:
- Otrodko delo (%)
- Mladi brez Sole in zaposlitve (%)
- Podhranjenost otrok(%)
- Umrljivost otrok do 5 let (na 1000)
- Dojencki izkljuc¢no dojeni (%)
- Dojencki brez cepljenja (DTP) (%)
- Dojentki brez cepljenja (o3pice) (%)

Zdravje in neenakost:
- Neenakost v zivljenjski dobi (%)
- Indeks zivljenjske dobe

Gospodarska struktura:
- Zaposleni v kmetijstvu (%)
- Zaposleni v storitvah (%)
- Delez mestnega prebivalstva (%)



prikazano na sliki[16] Nas$ cilj je tu ugotoviti, ali so za skupino izbra-
nih drZav znacilne znacilke, ki pripadajo dolo¢eni skupini znaéilk,
in potem poroc¢amo o obogatenosti teh skupin. Pri tem zdruZimo
vse, kar smo Ze uvedli v tem poglavju, torej rangiranje znacilk, nji-
hov izbor (glede na neko zgornjo mejo & za p-vrednost), in izracun
obogatenosti skupin znacilk. Izhod postopka so torej verjetnosti, da
so izbrane skupine zna¢ilk v opazovani gruci zastopane bolj, kot bi
pri¢akovali po naklju¢ju.

V zgornjem postopku smo uvedli nov parameter, mejo &. Temu
se lahko izognemo. Namesto izra¢una obogatenosti na zgornji nacin
lahko za dano skupino znacilk opazujemo, kje v seznamu rangiranih
znacilk se pojavljajo znacilke iz te skupine. Zanimajo nas primeri,
kjer je ve¢ina znacilk iz skupine pri vrhu urejenega seznama (priso-
tnost) ali pa pri dnu (odsotnost).

Cenilka, ki jo uvedemo za tak izra¢un, se imenuje Mann-Whitneyjeva
statistika, ki je sicer sorodna iz strojnega ucenja bolj znani povrsini
pod ROC krivuljo (t. i. area under the curve, oz. AUC). Ta meri, kako
pogosto so znacilke iz dane skupine uvrscene visje od znacilk izven
skupine, in jo lahko interpretiramo kot verjetnost, da bo naklju¢no
izbrana znacilka iz skupine rangirana visje od naklju¢no izbrane
znacilke izven skupine. Vrednosti statistike blizu 1 pomenijo koncen-
tracijo znacilk na vrhu seznama, vrednosti blizu o na dnu, vrednost
okoli 0,5 pa ustreza naklju¢ni razporeditvi.

Poglejmo kratek primer. Recimo, da imamo osem rangiranih zna-
cilk,

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8,

urejenih od najbolj do najmanj informativne. Imejmo skupino znacilk

G= {xlr X3, x4}r

preostale znatilke pa ozna¢imo z G = {x, x5, Xg, X7, X3 }.

Mann-Whitneyjeva statistika primerja vse pare (g,0), kjerje g € G
ino € G, ter Steje, kolikokrat je znacilka iz skupine uvrséena visje
(ima manjsi rang) kot znacilka izven skupine. V nasem primeru je
takih parov 3 - 5 = 15. Stevilo “zmag” skupine je

U=5+4+4=13,

saj je x1 pred vsemi petimi, x3 pred $tirimi (ne pa pred x), in x4
prav tako pred $tirimi. Stevilo zmag normaliziramo z $tevilom vseh
moznih parov, in dobimo

u 13
AUC= ———— = — =~ 0,867.
IG|-|G] 15
To pomeni, da je verjetnost, da bo naklju¢no izbrana znacilka iz sku-
pine rangirana vise od naklju¢no izbrane znacilke izven skupine
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Mann-Whitneyijev test in pripadajo¢o
statistiko sta leta 1947 predlagala Henry
B. Mann in Donald R. Whitney kot
neparametri¢no alternativo t-testu, ki ne
predpostavlja normalnosti podatkov in
temelji na rangih.
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priblizno 86,7%, kar kaZe na izrazito prisotnost skupine na vrhu se-
znama. Implementacija AUC ima linearno kompleksnost (sprehod
po urejenem seznamu), ¢e ne upostevamo sortiranja, lahko pa upora-
bimo tudi tudi implementacijo iz knjiZnice scipy.stats:

from scipy.stats import mannwhitneyu

group_ranks = [1, 3, 4]
other_ranks = [2, 5, 6, 7, 8]

U, p = mannwhitneyu(group_ranks, other_ranks, alternative="less")
auc =1 - U/ (len(group_ranks) x len(other_ranks))

print(f"U = {U}")
print(f"AUC = {auc:.3f}")
print(f'p = {p:.4f}")

Zgornja koda vrne tudi p-vrednost, ki pove, kako verjetno je, da bi
tako ugoden razpored znacilk dobili po nakljucju.

Mozen izhod take analize bi bil seznam, kot je prikazan v tabeli
Ta na primer pokaZze, da so izbrane drzave posebne z vidika zdravja,
neenakosti, demografije in izobraZevanja, kar je sicer precej abstrak-
tna, a morda primerna razlaga. Za njeno razumevanje pa vsekakor
potrebujemo dodatno znanje, predvsem o tem, ali so ta podrocja
zastopana pozitivno ali negativno in na kaksen nacin.

Analiza te vrste bi morala vklju¢evati tudi informacijo o zaZeleni
smeri znacilk (npr. visji BDP je boljsi, niZja stopnja brezposelnosti
je boljsa ipd.), vse to pa bi morali smiselno vkljuciti v uporabniski
vmesnik, ki omogoca sledljivost oziroma “vrtanje v globino” — od
abstraktnih rezultatov do konkretnih podatkov, s katerimi lahko
pojasnimo, zakaj in kako smo do teh rezultatov prisli.

Poskust saM: [zMISLI SI GRUCO.

Izberi poljuben prosto dostopen podatkovni nabor. Ro¢no izberi 1020 pri-
merov, ki se ti zdijo zanimivi, in jih obravnavaj kot gru¢o. Nato uporabi po-
stopke iz tega poglavja za razlago te skupine: rangiranje atributov (zvezne
znatilke), analizo kategori¢nih spremenljivk (npr. x2-test) in obogatenost
skupin atributov. Pri interpretaciji preveri, ali je rangiranje znacilk smiselno
in ali so obogatene skupine znacilk skladne s tvojim domenskim znanjem.

Tabela 8: Obogatenost skupin
znacilk v socioekonomskih po-
datkih.

AUC p Skupina

1.000 0.0008 zdravje_in_neenakost
0.738 0.0434 neenakost

0.721  0.0321 demografija

0.678 0.0846 izobraZevanje

Tak pristop je skladen z naceli FAIR
(angl. Findable, Accessible, Interoperable,
Reusable), ki poudarjajo preglednost,
dostopnost in ponovno uporabnost
podatkov ter analiz. Ve¢ o FAIR v
Wilkinson MD in sod. (2016). The FAIR
Guiding Principles for scientific data
management and stewardship. Scientific
Data.

S to vajo preveris, da postopki razlage
grud niso vezani na konkreten algo-
ritem grucenja—delujejo za poljuben,
tudi ro¢no izbran izbor. Problem je sicer
tudi ta, da e je izbor nakljucen, se zna
zgoditi, da tudi zanj najdemo pojasnilo
in da bo ve$¢ domenski ekspert tudi
zanj nasel ustrezno domensko razlago.
Tipa: zazri se v no¢no nebo in najdi
strelca.
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Kaj pa grucenje?

Poskust sAM: RAZLAGA GRUC NA PODATKIH O PREKINITVI DELA.

Uporabi podatkovni nabor IBM HR Analytics Employee Attrition s Kaggle-
a. Zaposlene razvrsti v gruce (npr. metodo voditeljev, brez ciljne spremen-
ljivke Attrition). Izberi gruco in z ustreno statistiko rangiraj znacilke (te
so tako zvezne kot diskretne, uporabi primerne pristope), ki jo najbolj lo-
¢ijo od preostalih zaposlenih. Z domenskim znanjem oblikuj vsaj tri smi-
selne skupine znacilk (npr. zadovoljstvo, place, delovne obremenitve) in za
vsako izracunaj obogatenost po Mann-Whitneyjevi statistiki. Kateri domen-
ski vidiki najbolj opisujejo izbrano gruco? Ali je razlaga skladna s tem, kar
bi pri¢akoval od podatkov o odlivu zaposlenih?

Zgoraj smo se razpisali o razlagah gru¢ in malce tudi o za to potreb-

nih uporabniskih vmesnikih. Za slednje naj sicer pripomnimo, da

so taki, ki bi zares dovoljevali odli¢no razlago gru¢, precej redki in

jih najdemo bolj v specialisti¢nih orodjih, torej teh, ki so namenjeni

analizam podatkov iz izbranih domen. A nazaj na grucenje. Predpo-

stavili bomo, da bralec podro¢je dobro pozna, tudi iz prej$njih pred-

metov, in tu samo omenili klju¢ne pristope. Zato tu samo podamo

tabelo glavnih pristopov, in opiSemo nekaj izbranih metod.

Skupina Metode Prednosti Slabosti

Particijske k-means, k-medoids hitre, preproste, lahko za zelo doloditev k, obc¢utljive na
veliko primerov inicializacijo, sferi¢ne gruce

Hierarhi¢ne aglomerativno, delitveno  vizualizacija z dendrogramom pocasne, primerne samo za

manjSe podatke

Gostotne DBSCAN, OPTICS gruce so poljubne oblike, mocno ob¢utljive na
obravnavajo Sum, izlo¢ijo meta-parametre metode
osamelce

Modelne Gaussove meSanice probabilisti¢ne, primeri so lahko  predpostavke porazdelitve

Na omreZzjih

Projekcijske /
vgraditvene

Louvain, Leiden

t-SNE, PCA, spektralno
grucenje

uvrsceni v ve¢ gruc
primerne za omreZja, skupnosti

zaznajo lahko kompleksno
strukturo, vizualizacija

podatkov, lokalni optimumi
odvisne od konstrukcije grafa

niso neposredno namenjene
iskanju grug, potrebna je
dodatna analiza

Tabela 9: Glavne skupine me-
tod grucenja. Pregled klju¢nih
pristopov z znacilnimi meto-
dami ter njihovimi osnovnimi
prednostmi in slabostmi.
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Poskust sAM: KAKO STABILNE SO GRUCE?

Isto podatkovno mnoZico vetkrat rahlo spremeni z vzoréenjem primerov
ali dodajanjem majhnega Suma, vsaki¢ ponovno izvedi grucenje in primer-
jaj, kateri pari primerov ostajajo skupaj ter katere gruce se pogosto razce-
pijo ali zdruZijo.

Hierarhi¢no grucenje

Hierarhi¢no grucenje gradi hierarhijo gru¢ iz podatkov. V najpo-
gostejsi, t. im. zdruZevalni razli¢ici vsak primer na zacetku tvori
svojo lastno gruco, nato pa se gruce postopoma zdruzujejo, dokler
vsi primeri ne pripadajo eni sami gruci. Vhod v metodo predstavlja
mnoZica primerov skupaj z:

* mero razdalje med primeri (npr. evklidska, manhattanska, kosinu-
sna);

® kriterijem povezovanja gru¢ (angl. linkage criterion), s katerimi
doloc¢imo razdaljo med grucami.

Najbolj pogosto uporabljeni kriteriji podobnosti gru¢ so:

* najmanjsa razdalja med katerim koli parom primerov iz obeh gru¢
(angl. single linkage),

* najvedja razdalja med katerim koli parom primerov iz obeh gru¢
(angl. complete linkage),

* povprecna razdalja med vsemi pari primerov iz obeh gru¢ (angl.
average linkage),

® povelanje variance znotraj gru¢, ki bi nastalo zaradi zdruzitve
obeh gru¢ (t. im. Wardova metoda).

Hierhi¢no grucenje poteka po naslednjih korakih:
1. Zatnemo z n gru¢ami, pri ¢emer vsaka vsebuje natanko en primer.

2. Izra¢unamo razdalje med vsemi pari gru¢ glede na izbrani kriterij

povezovanja.
3. Pois¢emo grudi z najmanjso razdaljo in ju zdruZimo v novo gruco.

4. Posodobimo razdalje med novo gruco in vsemi preostalimi gru-
cami.

5. Ponavljamo koraka 3—4, dokler vsi primeri ne pripadajo eni sami
gruci.



Zaporedje zdruzevanj lahko prikazemo z dendrogramom, drevesom,
v katerem listi ustrezajo primerom, notranja vozlis¢a pa zdruZitvam
gruc. Visina zdruZitve oznacuje razdaljo, pri kateri je do zdruZitve
prislo. Ce dendrogram “prereZemo” na izbrani vi$ini, dobimo razde-
litev podatkov v ve¢ gruc.

Za razliko od metod, kot je na primer metoda voditeljev (glej
naslednje poglavije), hierarhi¢no grucenje ne optimizira ene same
globalne ciljne funkcije. Namesto tega gradi zaporedje lokalno opti-
malnih zdruzitev glede na izbrani kriterij povezovanja. Pri Wardovi
metodi pa odlo¢itev o zdruZitvi temelji na minimizaciji povecanja
vsote kvadratov odstopanj znotraj gruc.

Glavna prednost hierarhi¢nega grucenja je, da stevila gru¢ ni treba
dolociti vnaprej, hkrati pa omogoca jasno hierarhi¢no predstavitev
podatkov. Poleg tega lahko razkrije strukturo gru¢ na razli¢nih rav-
neh podrobnosti. Njegove slabosti so razmeroma visoka ra¢unska
zahtevnost ter obcutljivost na izbiro mere razdalje, kriterija povezova-
nja in skaliranja atributov.

Metoda voditeljev

Metoda voditeljev (k-means) je particijska metoda grucenja, ki po-
datke razdeli v vnaprej dolo¢eno Stevilo K gru¢. Vsako gruco pred-
stavlja njen voditelj, to je centroid oziroma povprecni vektor primerov
v gru¢i. Vhod v metodo je mnoZica primerov, opisanih s Stevilskimi
atributi, izbrano Stevilo gru¢ K in mera razdalje (najpogosteje evklid-
ska). Algoritem zacne z izbiro zacetnih voditeljev, nato pa iterativno
ponavlja dva koraka: vsak primer priredi najbliZjemu voditelju, nato
pa voditelje posodobi kot centroidne vrednosti pripadajoc¢ih gruc.
Postopek se konca, ko se razbitje ne spreminja ve¢ oziroma se spre-
membe ustalijo.

Izhod metode je razbitje primerov na K gru¢ in pripadajoci vo-
ditelji. Metoda optimizira kompaktnost gru¢, to je vsoto kvadratov
razdalj primerov do njihovih voditeljev (SSE):

1 n
: 2
— ) min flx; — o
n = k=1,.K
i=1

pri ¢emer so optimalni voditelji tudi centroidi gru¢. Algoritem pra-
viloma hitro konvergira, vendar le do lokalnega optimuma, zato je
rezultat odvisen od zaletne izbire voditeljev.

Prednost metode je njena u¢inkovitost in primernost za velike po-
datkovne mnoZice, slabosti pa so potreba po vnaprejsnji doloc¢itvi K,
obcutljivost na inicializacijo in mera razdalje ter dejstvo, da metoda
najbolje deluje za priblizno kroglaste in po velikosti primerljive gruce.
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Metodo voditeljev je v danes znani
obliki predstavil James MacQueen

leta 1967 v prispevku Some Methods for
Classification and Analysis of Multivariate
Observations, objavljenem v zborniku
Fifth Berkeley Symposium on Mathematical
Statistics and Probability.
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Poskust sAM: METODA VODITELJEV Z GRADIENTNIM SESTOPOM.

Implementiraj poenostavljeno metodo voditeljev, kjer so parametri modela
koordinate voditeljev vy, ..., vk. Za kriterijsko funkcijo uporabi povpre¢no
kvadratno razdaljo vsakega primera do najbliZjega voditelja,

=

min [lx; —og%

=1 k=1

|~

](Ul,...,UK) =

Ustvari nekaj dvodimenzionalnih podatkov z znanimi gru¢ami, voditelje
inicializiraj naklju¢no in jih u¢i z gradientnim sestopom. Po nekaj korakih
izrisi podatke in trenutne poloZaje voditeljev. Primerjaj rezultat s klasi¢nim
postopkom metode voditeljev, kjer v vsakem koraku primere najprej do-
delimo najbliZjemu voditelju, nato pa voditelje nastavimo na povpregja pri-
padajocih primerov.

Poskust samM: KDAJ K-MEANS VIDI GRUCE, KI JIH NI?

Generiraj podatke v obliki obroca, podkve ali dveh podolgovatih skupin,
uporabi metodo voditeljev za ve¢ vrednosti parametra k ter razlozi, kako
predpostavka o priblizno kroglastih gru¢ah vpliva na dobljeno razbitje.

Silhueta

Silhueta je cenilka kakovosti razbitja podatkov na skupine, ki hkrati
uposteva kohezijo znotraj gru¢ in lo¢ljivost med njimi. Uporabimo jo
lahko za oceno kakovosti razvrstitve pri danem stevilu skupin K, ali
pa za izbor ustreznega K pri metodah, kot sta metoda voditeljev ali
hierarhi¢no grucenje. Vhod v metodo je razbitje podatkov na skupine
in izbrana mera razdalje med primeri, izhod pa je silhuetni koeficient
s, ki zavzame vrednosti priblizno med —1in 1.

Silhueto izratunamo za vsak primer x(?) iz povpre¢ne razdalje do
vseh primerov v njegovi skupini, 4;, ter najmanjso povprecno razdaljo
do primerov v kateri koli drugi skupini, b;. Silhueta primera je nato

dolo¢ena kot
bi —a;

max(ai, bz) '

S; =

Vrednosti blizu 1 pomenijo, da je primer dobro umeséen v svojo sku-
pino, vrednosti okoli 0 nakazujejo na prekrivanje skupin, negativne
vrednosti pa na napacno razvrstitev.

Silhueta razbitja je povpreje silhuet vseh primerov.

Pri izbiri Stevila skupin izra¢unamo silhueto za razli¢ne vrednosti
K in izberemo tisto, ki daje najvec¢jo vrednost s. Uporabimo jo lahko
tako pri hierarhi¢nih metodah kot pri metodi voditeljev. Pristop ne
optimizira razbitja neposredno, temvet sluzi kot zunanja cenilka
kakovosti. Njena prednost je intuitivna interpretacija in upostevanje
dveh klju¢nih vidikov grucenja, slabost pa obcutljivost na izbrano

Silhuetni koeficient je predlagal Peter

J. Rousseeuw leta 1987 v ¢lanku Silhou-
ettes: A graphical aid to the interpretation
and validation of cluster analysis, objavlje-
nem v reviji Journal of Computational and
Applied Mathematics. Kljub, ali pa morda
ravno zaradi izjemne preprostosti je
tehnika zelo uporabljana.
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mero razdalje ter manjSa zanesljivost v primerih, kjer so razlike med
moZnimi razbitji majhne ali kjer gruce niso jasno locene.

Poskust saM: LoV NA NAJVECJO SILHUETO.

Ustvari dvodimenzionalne podatke brez prave strukture (npr. 200 to¢k iz
ene Gaussove porazdelitve). Za K = 2,3,...,8 izvedi metodo voditeljev,
za vsako vrednost izra¢unaj silhueto in izberi K z najvecjo vrednostjo. Do-
bljeno razbitje predstavi v razsevnem diagramu. Ali metoda kljub odso-
tnosti prave strukture vedno predlaga neko stevilo gru¢? Kaj to pove o sil-
hueti kot dokazu obstoja gruc?

Grucenje s tehniko DBSCAN

DBSCAN (angl. Density-Based Spatial Clustering of Applications with

Noise) poisce obmodja v podatkovnem prostoru, kjer je veliko prime- DBSCAN so predlagali Martin Ester in
sod. leta 1996 v ¢lanku, predstavljenem
. . . . - na konferenci KDD. Clanek je pozneje
lociti Stevila grug, a je metode namesto tega odvisna od dveh kriti¢- na isti konferenci prejel nagrado Test

nih parametrov: polmera ¢, ki opredeljuje okolico primera, in minPts, of Time Award za izjemen vpliv na
podrodju podatkovnega rudarjenja.

rov. Za razliko od metode voditeljev nam tu ni potrebno vnaprej do-

ki poda najmanjse Stevilo primerov, ki morajo biti v tej okolici, da
obmocje Stejemo za gosto.

Za primer x naj bo N¢(x) mnozica primerov, katerih razdalja od x
je najvec e. DBSCAN razlikuje med tremi vrstami primerov:

e jedrna tocka (core point), za katero velja |Ng(x)| > minPts;

* robna tocka (border point), ki ni jedrna toc¢ka, vendar lezi v okolici
jedrne tocke;

® osamelec oziroma Sumna tocka (outlier, noise point), ki ni ne jedrna ne
robna tocka.

Postopek iskanja gru¢ z algortmom DBSCAN je naslednji:
1. Za vsak primer x izra¢unamo njegovo e-okolico Ng(x).
2. Primer x ozna&imo kot jedrno tocko, &e velja |Ng(x)| > minPts.

3. Iz jedrnih tock zgradimo gruce. Zatnemo z eno jedrno tocko in
jo postavimo v novo gruco. Nato dodamo vse jedrne tocke, ki so
od katere koli jedrne tocke v gruci oddaljene najve¢ . Postopek
ponavljamo, dokler v gru¢o ne moremo dodati nobene nove jedrne
tocke. Nato za¢nemo novo gruco iz druge Se neuporabljene jedrne
tocke.

4. Vsako nejedrno tocko dodamo v gruco, ¢e leZi znotraj razdalje ¢
od jedrne tocke te gruce. Taksne toc¢ke imenujemo robne tocke.

5. Tocke, ki niso ne jedrne ne robne, oznacimo kot sum.
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DBSCAN lahko odkrije gruce nepravilnih oblik in prepozna osa-

melce. Glavna slabost te tehnike pa je velika obcutljivost rezultatov
na izbor parametrov e in minPts: Ce je € premajhen, tehnika veliko
tock prepozna kot osamelce, ce je prevelik, pa pride do zduZevanja
grug, ki bi morale ostati lotene. DBSCAN deluje slab3e tudi takrat, ko
imajo razli¢ni deli podatkovnega prostora zelo razli¢ne gostote.

Poskust sam: KAJ SE ZGODI Z OSAMELCI?

V podatkovno mnozZico postopoma dodajaj vedno bolj oddaljene osamelce
ter primerjaj, kako se nanje odzovejo metoda voditeljev, DBSCAN in silhu-
eta, posebej pa opazuj, ali lahko Ze nekaj skrajnih primerov bistveno spre-
meni poloZaj voditeljev ali oceno kakovosti grucenja.

Grucenje na omreZjih

Pri gru€enju na omrezjih podatke najprej predstavimo kot graf. Vozli-

$¢a grafa predstavljajo primere, ki so paroma povezani, ¢e je razdalja

med primeri manjsa od izbranega praga. Seveda lahko to grucenje

uporabljamo tudi takrat, ¢e je graf Ze podan in ne izhajamo iz podat-

kov in nad njimi dolo¢enih mer podobnosti.

Primer preproste metoda za iskanje skupin v takem grafu je posto-

pek razsirjanja oznak (angl. label propagation):

1.

2.

Vsakemu vozlis¢u priredimo svojo oznako.

Vozlis¢a obiskujemo v nekem (naklju¢nem) vrstnem redu.

. Za vsako vozlis¢e pregledamo oznake njegovih sosedov, in oznako

vozlis¢a zamenjamo z oznako, ki se med njegovimi sosedi pojavlja
najpogosteje. Ce se pri tem dolo¢ene oznake pojavljajo enako
pogosto, med njimi eno izberemo nakljuc¢no.

. Postopek ponavljamo, dokler se oznake vozli5¢ ne spreminjajo vec,

ali pa se oznake spremenijo le manjSemu delu vozlisc.

Poskust saM: GRUCE DRZAV NA MREZI PODOBNOSTI

Uporabi podatkovni nabor Human Development Index iz repozitorija Ka-

ggle (880 znacilk). Ustrezno pripravi podatke in za podobnost med drza-

vami uporabi kosinusno razdaljo na standardiziranih znacilkah; kratko ute-
melji, zakaj je pri takSnem Stevilu znacilk ta mera smiselnej$a od evklid-

ske, lahko pa tudi primerjas rezultate z obema znacilkama. Z uporabo smi-
selno izbranega praga za razdaljo (predlagaj ustrezni postopek) zgradi omrezje
(dve drzavi sta povezani, ¢e je podobnost ve¢ja od prazne). Na omreZju iz-
vedi grucenje z razsirjanjem oznak. Prag izberi tako, da dobi$ od tri do pet
skupin. Rezultate lahko prikaZze$ na barvni karti sveta, omreZje pa lahko

tudi nariSes (primerna knjiZnica je na primer networkx). Ali so odkrite sku-



pine smiselne z vidika geografije ali razvoja?

Vozlis¢a z enako kon¢no oznako tvorijo gruc¢o oziroma skupnost.
Metoda je zelo hitra in ne zahteva, da bi Stevilo gru¢ dolo¢ili vnapre;j.
Njena slabost je, da je rezultat lahko odvisen od vrstnega reda obi-
skovanja vozlis¢ in od nacina resevanja neodlo¢enih primerov, ko se
ve¢ oznak pojavlja enako pogosto.

Pogosteje uporabljena metoda je metoda Louvain. Ta metoda is¢e
skupnosti z maksimizacijo modularnosti, mere, ki je visoka, kadar je
znotraj skupnosti veliko povezav, med skupnostmi pa razmeroma
malo. Algoritem izmeni¢no izvaja dva koraka:

1. Posamezna vozlis¢a premika med sosednjimi skupnostmi, kadar s
tem povec¢a modularnost.

2. Vsako odkrito skupnost nadomesti z enim novim vozlis¢em in
zgradi manjsi graf, katerega vozlis¢a predstavljajo te skupnosti.

Ta koraka se ponavljata na vedno manjsih grafih, dokler postopek
modularnost ne more ve¢ izboljsati.

Grucenje na omrezjih je zato uporabno takrat, ko je podobnost
med primeri najbolje izraZzena prek njihovih medsebojnih povezav.
Njegove prednosti so, da lahko odkrije skupine nepravilnih oblik in
da dobro deluje na velikih grafih. Njegove slabosti pa so, da je re-
zultat odvisen od nacina konstrukcije grafa ter, pri metodah, kot je
Louvainova, od parametrov, ki vplivajo na velikost in Stevilo skupno-
sti.

Verjetnostno grucenje

Vecina metod grucenja, ki smo jih doslej omenili, vsak primer razvrsti
v natanko eno gruco. Taksno grucenje imenujemo ostro (angl. crisp)
ali trdo grucenje. Pri verjetnostnem grucenju pa je rezultat drugacen:
za vsak primer ocenimo verjetnost, da pripada posamezni gruci.
Primerek lahko zato delno pripada ve¢ gru¢am hkrati.

Tipi¢na metoda verjetnostnega grucenja je model mesanice Gaussovih
porazdelitev (Gaussian mixture model). Predpostavlja, da so bili podatki
generirani iz meSanice ve¢ Gaussovih porazdelitev. Vsaka Gaussova
porazdelitev ustreza eni gruc¢i. Model zato za vsako gruco vsebuje
vektor povprecij, kovarian¢no matriko in utez, ki pove, kako pogosta
je ta gruca v podatkih.

Algoritem, ki se najpogosteje uporablja za prilagajanje takSnega
modela, je algoritem pri¢akovanja in maksimizacije (angl. expectation
maximization, EM). Kot pri metodi voditeljev moramo tudi tu izbrati
Stevilo gru¢ K, nato pa je potek algoritma naslednji:
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Louvainovo metodo so predlagali Blon-
del in sodelavci leta 2008 v reviji Journal
of Statistical Mechanics: Theory and Expe-
riment. Ime je dobila po Univerzi v
Louvainu. Njen najbolj znan sodobni
naslednik je Leidenski algoritem, ki

so ga predlagali Traag in sodelavci

leta 2019 v reviji Scientific Reports. Ta
izbolj$a Louvainovo metodo z doda-
tnim izpopolnjevanjem skupnosti in
zagotavlja bolj povezane gruce. Druge
razli¢ice te ideje prilagajajo uteZenim,
usmerjenim, ve¢plastnim, ¢asovno
spreminjajo¢im se ali z locljivostnim
parametrom dolo¢enim omreZjem.
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1. Inicializiramo parametre K Gaussovih porazdelitev za na$ ve¢raz-
seZni prostor podatkov,

2. Za vsak primer ocenimo verjetnost, da pripada posamezni Gaus-
sovi komponenti. To je korak pri¢akovanja (angl. expectation step).

3. Verjetnosti pripadnosti skupinam uporabimo kot utezi za posodo-
bitev povprecij, kovarian¢nih matrik in uteZi mesanice Gaussovih
komponent. To je korak maksimizacije (angl. maximization step).

4. Koraka pri¢akovanja in maksimizacije ponavljamo, dokler se para-
metri ne prenehajo bistveno spreminjati.

Rezultat ni le razdelitev podatkov na gruce, temve¢ tudi verjetno-
stna porazdelitev po gru¢ah za vsak posamezen primer. Ce potre-
bujemo ostro grucenje, lahko vsak primer dodelimo grudi z najveéjo
verjetnostjo.

Prednost modelov mesSanice Gaussovih porazdelitev je, da omogo-
¢ajo mehkejse in informativnejSe grucenje kot metode, kot na primer
z metodo voditeljev. S pomogjo kovarian¢nih matrik lahko modelirajo
tudi elipti¢no oblikovane gruce. Slabosti te metode pa je, damoramo
Stevilo grucdolociti vnaprej, da je rezultat lahko odvisen od zacetne
(naklju¢ne) nastavive parametrov modela ter da tehnika predposta-
vlja, da je gru¢e mo¢ dobro opisati z Gaussovimi porazdelitvami.

Od gruc do razlag

Grucenje je uporabno le, ¢e lahko odkrite skupine tudi interpreti-
ramo. Gruce moramo zato obravnavati kot hipoteze: nakazujejo, da
nekateri primeri spadajo skupaj, vendar moramo Se vedno pojasniti,
zakaj.

V poglavju smo obravnavali ve¢ nacinov za taksno razlago. Pre-
verimo lahko, ali so v gru¢i nadpovprecno zastopane znane skupine,
zvezne znacilke lahko razvrstimo glede na to, kako moc¢no lo¢ujejo
gruco od preostalih primerov, kategori¢ne znacilke lahko analizi-
ramo s kontingen¢nimi tabelami, razlage pa lahko povzamemo tudi
prek skupin sorodnih spremenljivk. V vseh teh primerih je klju¢na
uporaba domenskega znanje.

Razli¢ne metode grucenja dolocajo skupine na razli¢ne nacine.
Nekatere poiscejo razdelitve skladne z jedri gru¢, druge is¢ejo gosta
obmodja, nekatere delujejo na omrezjih... O¢itno bodo rezultati zelo
odvisni od izbranega algoritma ter izbranih parametrov tehnike
grucenja. Tudi zaradi tega se grucenje ne bi smelo kon¢ati zgolj s
seznamom oznak ali z vizualizacijo, marvec z razlago, kaj posamezne
skupine predstavljajo.



GRUCENTJE IN RAZLAGA GRUC

Do razlag gru¢ se morda najbolj enostavno dokopljemo v inte-
raktivnih okolju za analizo podatkov, kjer, idealno, lahko izbiramo
skupine, pregledujemo znacilke, pregledujemo sestavo gru¢, in preko
izbora tehnike grucenja in njenih parametrov opazujemo, kako se
razlaga spreminja. Taksno raziskovanje podaktov pa lahko vodi tudi
do izbiranja le ugodnih primerov (angl. cherry-picking), prekomernega
prileganja (angl. overfitting) in pretirano priro¢nih interpretacij, ki so
lahko podvrzene subjektivnemu uporabniku orodja. Vendar je tako
raziskovanje tudi postopek, kjer se pogosto porodijo dobra vprasa-
nja, navkljub ali pa morda ravno zaradi subjektivnosti opazovalca.
Zanimivost tako pogosto izvira iz na¢ina odkrivanja in opazovanja
vzorcev v podatkih, robustnost odkritij pa iz primerno uporabljenih
statisti¢nih prijemom.
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Nomogrami in posploSeni linearni modeli

Na podro¢ju odkrivanja znanj iz podatkov gradimo modele, ki
jih je treba — z namenom razumevanja odkritih vzorcev — ustrezno
predstaviti uporabniku. Eden najucinkovitejSih na¢inov predstavitve
je grafi¢ni, saj lahko v dvodimenzionalnih vizualizacijah preprosto
primerjamo vpliv (mo¢) razli¢nih dejavnikov in njihove medsebojne
interakcije. V preteklih poglavjih smo grafi¢ne predstavitve upora-
bljali predvsem za prikaz podatkovnih primerov, ne pa samih mo-
delov, v tem poglavju pa se osredotocamo prav na grafi¢ne prikaze
modelov. Pri tem se bomo omejili na modele, pri katerih so vhodne
znacilke med seboj linearno povezane, ter na posebno obliko njihove
predstavitve, imenovano nomogrami.

Nomograme so zaceli graditi Ze ob koncu 18. stoletja, ¢e ne Se prej.
Njihov namen je bil predvsem poenostaviti izra¢un sicer komple-
ksnih matemati¢nih zvez. Nomograme so uporabljali na Stevilnih po-
drogjih, kot so elektronika, balistika, prenos toplote, radioaktivnost,
medicina, biomehanika, Zivilska tehnologija, inZenirstvo ter fizikalne,
bioloske in poslovne vede. Za ilustracijo slika prikazuje nomogram
za Ohmov zakon ter nomogram za izra¢un poti pri enakomerno
pospesenem gibanju oziroma v balisti¢cnem modelu s teZnostnim
pospeskom.

Nomografija je bistveno bolj pestra in zanimiva veda, kot jo bomo
uporabili in predstavili v tem poglavju. Osredotocili se bomo pred-
vsem na linearne kombinacije znacilk ter transformacije njihovih
utezenih vsot, kot se pojavljajo v dolo¢enih napovednih modelih.

Te modele oznacujemo s skupnim izrazom posploseni linearni mo-
deli (angl. generalized linear models). Ceprav temeljijo na linearnih
kombinacijah vhodnih spremenljivk, so zaradi svoje robustnosti, eno-
stavnosti interpretacije in moZnosti u¢inkovite grafi¢ne predstavitve z
nomogrami izjemno uporabni v praksi.

Nomogrami omogocajo intuitivno pretvorbo matemati¢nega mo-
dela v vizualno orodje za odlocanje, kar je $e posebej pomembno v
aplikativnih vedah, kot je medicina. Med najbolj znanimi primeri je
t. i. Kattanov nomogram, ki se uporablja za napoved verjetnosti kli-
ni¢nih izidov (npr. preZivetja ali ponovitve bolezni) na podlagi vec¢

Beseda nomogram izhaja iz grskih besed
nomos (zakon) in gramme (Crta) ter
oznaluje grafi¢ni prikaz matemati¢nih
zakonitosti.

Izjemno zanimiv in celovit pregled
podrocja nomografije podaja ¢lanek
Martinez-Pagén & Roschier (2022)
Nomography: A renewed pedagogical
tool to sciences and engineering high-
education studies. Heliyon, 8(6), eog731.
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klini¢nih dejavnikov; konkretno se pogosto uporablja za napoved 12-
letne verjetnosti preZivetja brez ponovitve raka prostate po kirurskem
zdravljenju. Primer takSnega nomograma je prikazan na sliki , kjer
posamezne vrednosti vhodnih spremenljivk prispevajo tocke, katerih
vsota se nato preslika v kon¢no napovedno verjetnost.
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V tem poglavju si bomo ogledali vrsto napovednih modelov, ki
jih lahko u¢inkovito predstavimo z nomogrami, zlasti v njihovi pre-
prostejsi obliki, kot jo ponazarja Kattanov nomogram. Za¢nemo z
linearno regresijo, nato pa preidemo na $irsi razred modelov, ki kljub
morebitni nelinearni transformaciji ohranjajo linearno strukturo v
parametrih, ter razis¢emo, v koliksni meri jih lahko enotno obravna-
vamo v okviru posplogenih linearnih modelov. Ceprav nomografija
kot disciplina ponuja bistveno 8ir$i nabor pristopov in konstrukcij, se

p zacetna hitrost v [m/s|
d—vt+0.5gt2 =0 0 — (m/s]

S
‘ i i{ ¥ ‘ b ‘
& & = &
b b b b e b a by
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Slika 17: Nomograma za
Ohmov zakon (V = IR, levo)
in za izracun poti pri enako-
merno pospeSenem gibanju

(d = vt — }gt?, desno).

Slika 18: Pooperativni nomo-
gram (Kattan in sod. (1999) Jo-
urnal of Clinical Oncology 17(5).)
za napoved 12-letne verjetnosti
preZivetja brez ponovitve raka
prostate po radikalni prostatek-
tomiji. Nomogram uporabimo
tako, da za vsako vrednost
klini¢ne znacilke od¢itamo pri-
padajoce stevilo tock na zgornji
lestvici, tocke sestejemo, nato
pa skupno vsoto na spodnji le-
stvici preslikamo v napovedano
verjetnost. Nomogram nam po-
leg pomoci za napoved grafi¢no
predstavi tudi pomembnost
posameznih znacilk.
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njena sodobna uporaba pri napovednih modelih ve¢inoma omejuje
prav na taksne, pregledne in interpretabilne oblike, ki omogocajo ne-
posredno povezavo med vhodnimi znac¢ilkami in kon¢no napovedjo,
kot je razvidno na sliki .
Nomogram za model linearne regresije
Tole bo kar precej enostavno. Linearna regresija je uteZena vsota.
Vsak del uteZene vsote lahko obravnavamo kot tocke, ki se na koncu
sestejejo in pretvorijo v konéno napoved. To¢kovanje lahko poeno-
stavimo tako, da so tocke celostevilske in jih je na koncu enostavneje
seSteti, vendar potrebujemo pretvorbo v kon¢no veli¢ino, ki pa je li-
nearna. Primer takega nomograma prikazuje slika z nam Ze znanim
primerom izrac¢una deleza telesnih mascob.
polnts + + + + + 4 Slika 19: Nomogram linearne
Aoevears) | regresije za izracun deleza tele-
et b # # # # snih mascob (t. i. body fat Bro-
‘ ‘ ) ‘ ‘ zek). 1z grafa je jasno razvidno,
e o e = = da je klju¢na spremenljivka
e obseg trebuha, veliko manj$o
vlogo ima teza, medtem ko je
vpliv starosti in mer bicepsa
skoraj zanemarljiv. Vpliv za-
¢etne vrednosti funkcije smo
el g 5 5 : B p B upostevali pri pretvorbi zbranih
Predicted body fat Brozek () I toc¢k v vrednost razreda.

Read points for each predictor from the top scale, sum them, then map total points to the predicted percentage.

body fat brozek = -46.07 -0.009 * age -0.362 * weight +0.936 * abdomen +0.252 * biceps R~2 = 0.722

Z nomogramom smo model grafi¢no predstavili tako, da ga lahko
sedaj uporabljamo tudi brez racunalnika, zgolj z od¢itavanjem in
sestevanjem tock. TakSen prikaz obenem jasno poudari pomen po-
sameznih znacilk oziroma njihovo “moc¢” v modelu, saj se njihov
vpliv neposredno odraza v razponu tock, ki jih prispevajo k skupni
napovedi.

Postavlja se vprasanje, ali obstajajo tudi drugi, podobno enostavni
modeli za nekoliko druga¢ne napovedne naloge, torej taksni, pri
katerih znacilke prav tako poveZemo z uteZeno vsoto, nato pa do-
bljeno vrednost preoblikujemo z ustrezno (nelinearno) povezovalno
funkcijo, tako da lahko modeliramo tudi diskretne ali kako drugace
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omejene ciljne spremenljivke. V nadaljevanju zatnemo s primerom
taksnega modela, ki ga bomo uporabili za razvrs¢anje, nato pa se
vprasamo, ali so tovrstne razsiritve dovolj splosne za $ir$i razred mo-
delov, kaj pri njih pravzaprav predpostavimo, od kod izhajajo njihove
kriterijske funkcije in ali gre pri tem za zanimiv razred modelov s

imi 1 .
skupnimi lastnostmi Slika 20: Primer klasifikacijskih

podatkov z meta atributum, ne-

Uvod v logisticno regresijo odvisnima spremenljivkama in
Zatni miglien . V tabeli s slik brani k razredom (Otok).
acr.umo z (1zmls‘ ]emrr}? prlmeror.n. .ta eli s slike [20{s0 z ran.l .o— P— Vadba _Spanje  Otok
palci na Bledu, ki smo jih vpra3ali, koliko ur na teden se ukvarjajo
« . . v . o . L1 Lo Alenka 7 8 1
s §portom in koliko ur so prejSnjo no¢ spali. Zabelezili smo tudi, ali Ana 5 8 o
so v dnevu intervjuvanja uspeli odplavati na otok. Ta je od bliznjega Andrej 5 5 0
kopalig¢a oddaljen ve¢ kot pol kilometra v eni smeri, zato je plava- Blaz > o !
. . . L . . y Bostjan 7 5 0
nje na otok in nazaj kar zalogaj, ki ne bi bil ravno primeren za slabse Goran 12 6 1
kopalce. Cilj je razviti aplikacijo, ki bi kopalcem svetovala, seveda gr‘;gor 10 9 1
.y . . . .. .. .. elena 4 9 1
glede na fizi¢no pripravljenost in spocitost, ali naj se napotijo na tak Irena 9 5 o
podvig. Aplikacija seveda potrebuje napovedni model, tega pa lahko Janez 5 6 0
zgradimo iz nasih podatkov. Jure 5 4 ©
. . . C o R TI Katarina 4 3 °
Ker so podatki dvodimenzionalni, jih je najbolje izrisati v razsev- Klara 3 9 1
nem diagramu. Ozna&imo tudi razred. Ze prvi pogled na izris kaze, Luka 5 4 0
. o .. . . . ey Maja 9 6 0
da je morda mogoce dobre plavalce in tiste, ki se bolj kopajo, lo¢iti s Marko B - o
¢rto oziroma odlo¢itveno mejo. Ta je linearna, zato jo lahko zapiSemo Matej 4 8 1
kot xT@ = 0. Izris vklju¢uje tudi tri nove obiskovalce: Saro, Martina xg}‘; 161 ‘5‘ (1’
in Leona. Kateremu izmed njih bo nasa aplikacija oziroma model Nika > 5 o
svetovala, da lahko odplava do otoka in priplava nazaj? Nina 8 6 1
. . v o C 11w Petra 3 6 o
Sara je na strani plavalcev. Je dale¢ od odlocitvene meje ki lo¢i med Polona 5 3 .
obema razredoma. Prav gotovo lahko plava do otoka in nazaj. Martin Rok 10 6 1
je zelo na drugi strani, nikakor naj se ne oddalji od obale. Leon je, kar gzzz 160 ; :
se tice odlo¢itvene meje, na strani plavalcev, a za las. Svetovati mu da Sebastjan 12 5 1
naj poskusi plavati do otoka bi bilo zelo narobe. Na§ problem je sicer i?ﬁvana 12 9 1
e 1. u 1. . L. asa 11 o
klasifikacijski, Zelimo napovedati enega od dveh moznih razredov, a Ti)maz 1 ? L

bolje bi bilo to narediti previdno, z uporabo verjetnosti. Ker je Sara
zelo oddaljena od odlocitvene meje, je prav gotovo kandidatka za
odhod na otok, Martin nikakor ne, Leon pa je nekje na maje, njegova
verjetnos “plavalnega” razreda je okoli 50%.

Postaja nam jasno: oddaljenost od odloc¢itvene meje moramo pre-
tvoriti v verjetnosti. Kar seveda ne bo problem. Linearna kombinacija
z = x10 je pravzaprav proporcionalna oddaljenosti od premice, ki jo
doloc¢ajo parametri 6. Za pretvorbo lahko uporabimo funkcijo, katere
zaloga vrednosti je med 0 in 1. Primer take funkcije je sigmoida o(z),
nasa verjetnost pa je potem

P(y:1|x)=(7(z):1+17.
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)
G 6 X
Q
w
51 X
Martin
4 [a] o o o
X plavanje
34 o O kopanje o o
2 4 6 8 10 12
vadba
Odlotitvena meja s slike ima parametre parametre 6p = —15.6,

61 = 0.8 in 6, = 1.6, zato lahko odlocitveno enacbo za oddaljenost od

te meje zapisemo kot

z = —15.6 + 0.8 - vadba + 1.6 - spanje.

Za nove primere dobimo: Sara ima z = 5.5in P(otok = 1) ~ 1.0,

zato je zelo primerna kandidatka za plavanje do otoka; Martin ima

z = —6.7 in P(otok = 1) ~ 0.0, zato mu to odsvetujemo; Leon pa

ima z = 0.6 in P(otok = 1) ~ 0.6, kar pomeni, da je blizu odlo¢itvene

meje in je odlotitev precej negotova.

Dobljeni model lahko predstavimo z nomogramom (slika ??).

Points

vadba

spanje

Total points

Predicted P(otok=1)

t Tt
0.01  0.050.1 0.20.3 0.5 0.70.

t T
8 0.90.95  0.99

Read predictor points from the top scale, sum them, then convert total points to probability.

logit P(otok=1) = -14.828 +0.756 * vadba +1.567 * spanje

Dobljeni model lahko predstavimo z nomogramom (slika ??). Pri

tem vsakemu vhodnemu atributu (vadba, spanje) priredimo svojo

lestvico, na kateri posamezna vrednost atributa prispeva dolo¢eno

Stevilo tock, sorazmerno z uteZjo v linearni kombinaciji. Te tocke nato

Slika 21: U¢ni podatki, moZzna
lo¢itvena meja med razredoma,
in novi (imenovani) primeri, ki
jih moramo Se razvrstiti.

Slika 22: Sigmoidna funkcija.

Slika 23: Nomogram za napove-
dovanja verjentosti plavanja na
Blejski otok.
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sesStejemo v skupni rezultat, ki ustreza vrednosti linearnega napo-
vednega dela z = xT6. Ker pa nas pri logisti¢ni regresiji ne zanima
neposredno z, temve¢ verjetnost, se v naslednjem koraku skupni
rezultat preslika Se skozi sigmoidno funkcijo, kar v nomogramu obi-
¢ajno ponazorimo z dodatno, nelinearno lestvico na dnu grafa. Tako
dobimo celovit vizualni pripomocek, ki omogoca, da brez eksplici-
tnega racunanja najprej ocenimo prispevek posameznih dejavnikov,
nato njihovo vsoto in kon¢no $e pripadajoco verjetnost razreda. Ta-
ksna predstavitev je posebej uporabna v praksi, saj zdruZzuje interpre-
tabilnost linearnega modela z intuitivnim razumevanjem verjetnosti:
uporabnik lahko neposredno vidi, kako sprememba ene spremen-
ljivke vpliva na kon¢ni izid, hkrati pa ohrani ob¢utek za negotovost
napovedi, zlasti v blizini odloc¢itvene meje.

Poskust sAM: KAJ POMENI SPREMEMBA ENE ZNACILKE?

Pri logisti¢ni regresiji izberi en primer in spreminjaj vrednost posamezne
znactilke, medtem ko ostale drZi§ nespremenjene, ter opazuj, kako se spre-
minjajo linearni napovednik, napovedana verjetnost in poloZaj na nomo-

gramu.

Model, ki smo ga precej na hitro in morda malo povrsno uvedli na
naSem primeru se imenuje logisti¢na regresija. Pomembno je, da tako
kot linearna regresija tudi ta model uporablja linearno kombinacijo
neodvisnih spremenljivk, katere rezultat pa tokrat, ¢isto zato, da
lahko vrnemo verjetnosti, transformiramo z sigmoidno funkcijo. A
postavlja se vprasanje: kako se sploh nau¢imo “pravih” parametrov
nasega modela, toej vektorja 0? Kaksno kriterijsko funkcijo za to
optimiziramo? Iz kaksnih predpostavk ta izhaja? Poznamo poleg
linearne in logisti¢ne regresije Se kaksne druge modele te vrste?

In kon¢no, je tudi to mo¢ uporabiti strojno odvajanje in gradientni
sestop za ucenje modela?

Cas je za malce teorije.

Eksponentna druZina porazdelitev

Od kod torej izhajajo modeli, kot sta linearna in logisti¢na regresija?
Kaksne predpostavke sploh pri tem naredimo o podatkih? Uberemo
podoben pristop kot ga Ze poznamo pri linearni regresiji: namesto,
da bi si izmislili kriterijsko funkcijo (npr. vsota kvadratov napak na
uéni mnozici), bomo izhajali iz verjetnostnega modela, torej modela,
ki generira podatke v u¢no mnozico, in iz te predpostavke izpeljali
kriterijsko funkcijo.

Razred porazdelitev, ki se za na$ namen izkaZe Se posebej upora-
ben, je eksponentna druzina. Porazdelitev spada v to druzino, ¢e njeno
verjetnostno funkcijo (ali gostoto) za spremenljivko y lahko zapiSemo



NOMOGRAMI IN POSPLOSENI LINEARNI MODELI 113

v obliki
py | n) =h(y) exp(nT(y) — A1),

Kjer je # = 1(6) naravni parameter, T(y) zadostna statistika, A(77)
normalizacijska funkcija, h(y) pa od parametra neodvisen del. Torej:

* 0 so parametri modela,

® 7 je naravni parameter porazdelitve; v posplosenih linearnih mo-
delih predpostavimo, da velja 77(x) = x76, zato je model linearen

v,
e A(7n) je normalizacijska funkcija, za katero velja E[T(y)] = A’(y),

e u(x) = E[T(y) | x]je povezana z i prek zveze uy = A'(n); v
primeru T(y) = y to ustreza E[y | x].

Ker nas bo pri strojnem ucenju zanimal logaritem verjetja, je smi-
selno izraz za verjetnostno funkcijo za eksponentno druZino logarit-
mirati:

logp(y | 1) =nT(y) — A(n) + logh(y).

V razdelkih, ki sledijo, si bomo ogledali tri primere porazdelitev, ki
sodijo v to druzino in iz katerih izhajajo linearna, logisti¢na in Poisso-
nova regresija. Vsak primer bomo analizirali v naslednjih korakih:

1. Privzeta porazdelitev: zapiSemo verjetnostno porazdelitev za
naklju¢no spremenljivko y (oziroma njen logaritem) ter jo preure-
dimo v obliko eksponentne druZine,

2. Pri¢akovana vrednost: izracunamo pri¢akovano vrednost

u(x) =Ely | x|,

in preverimo, da se ujema z zvezo u = A’(#). Ta korak bi sicer
lahko pri spodnji obravnavi posameznih modelov tudi izpustili,
vendar se ga splaca izvesti, saj nam pomaga bolje razumeti en-
titete, ki nastopajo v eksponentni druzini, hkrati pa se ob tem
spomnimo tudi izrazov za pri¢akovano vrednost pri posameznih
porazdelitvah.

3. Povezava med povpre¢jem in linearnim napovednikom: v tem
poglavju se bomo omejili na modele, pri katerih naravni parameter
porazdelitve dolo¢imo z linearno kombinacijo znacilk, torej

n(x) = x76.
Nato bomo poiskali, kako je povpre¢na vrednost

p(x) = Ely | «]

Izpeljimo povezavo med A(7) in
pric¢akovano vrednostjo naklju¢ne
spremenljivke y. Ker je integral gostote
verjetnosti po definiciji enak 1, velja

/ h(y) exp (1T(y) — A(n)) dy = 1.
Odvajanje zgornje enactbe po 1 da
E[T(y)] - A'(y) =0,
zato
E[T(y)] = A'()-
V stevilnih primerih velja T(y) = v,

zato je tedaj A’ (1) enak pri¢akovani
vrednosti naklju¢ne spremenljivke y.
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povezana s tem linearnim napovednikom. To zvezo opiSemo s
povezovalno funkcijo g, za katero velja

g(u(x)) = xTe.

4. Verjetje: zapiSemo logaritemsko verjetje, iz katerega dobimo kri-
terijsko funkcijo za u¢enje modela. Ker smo v prvi tocki Ze zapi-
sali verjetnostno funkcijo ciljne spremenljivke, je ta korak skoraj
nepotreben, a ne Skodi zapisati kriterijsko funkcijo, ki jo bomo
optimizirali pri u¢enju modela, da bo pri roki za implementacijo.

Verjetje in ucenje modela

Tu naj samo spomnimo, da bomo za dolo¢itev parametrov modela
potrebovali kriterijsko funkcijo, za to pa potrebujemo verjetje ozi-
roma njegov logaritem. Pravzaprav imamo za to Ze vse pripravljeno.
Predpostavimo, da so u¢ni primeri med seboj neodvisni, in ko se e
odlo¢imo za ciljno porazdelitev razredov, lahko zapiSemo verjetje za
ucne podatke

p(y | X,0) =] ]pil x,0).
Pl

Za ucenje parametrov maksimiziramo logaritemsko verjetje

n
€(0) = ;108 p(yi | xi,0),
i=
kar je ekvivalentno minimizaciji negativnega log-verjetja, ki ga lahko
razumemo kot kriterijsko funkcijo.
Na tej tocki postane povezava s strojnim ucenjem ocitna: razli¢ne
izbire porazdelitev vodijo do razli¢nih kriterijskih funkcij, optimiza-
cija pa poteka enako, npr. z gradientnim sestopom.

Linearna regresija je poseben primer eksponentne druZine

Na uporabnost eksponentne druZzine porazdelitev moramo Sele poka-
zati. Pri¢nimo z najpreprostejsim primerom: linearno regresijo, ki jo
bomo obdelali po zgoraj opisanih korakih.

1. Privzeta porazdelitev. Predpostavimo, da je izhodna spremen-
ljivka pri danih znacilkah x normalno porazdeljena:

y|x~N(u(x),0%),

z gostoto

1 (v~ 1(x))?
o |3) = e (U0,
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Logaritem gostote je

2
1
logp(y | x) = =~ 53— — 5 log(270?),

kar po razvoju da

— 1 2
logp(y | x) = 25y = 53 = 5.5 — 5 108(2710%).
To je oblike eksponentne druZzine

logp(y [ 1) =1 T(y) — An) +logh(y),

kjer prepoznamo
Ty) =y, 1n1=>3
02 2

1
Ap) = F%, loghly) = =3 —  log(270?).

2. Pri¢akovana vrednost. Za eksponentno druzino velja E[T(y)] =
A'(n), zato

Ely | x] = A(y).
Ker je
A =G
)= 2 .
dobimo
A'y) = oy
Ker velja 7 = %, sledi
Al(n) = m,
torej
p(x) = Ely | x].
3. Povezava med y in linearnim napovednikom. Iz zveze 51 = %

(pri konstantni varianci) sledi 57 o y, zato lahko 5 obravnavamo kot
yt. Ce predpostavimo
n(x) = x4,

dobimo
u(x) = xTo,

torej je povezovalna funkcija identiteta.

4. Verjetje. Logaritemsko verjetje za en primer je

1 1
logp(y | x,0) = —@(y —xT9) - Elog(mez).
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Logaritemsko verjetje na u¢ni mnozici, kjer predpostavimo neodvi-
snost u¢nih primerov, je
10) =Y |- Ly — 7o) - Liog(2me?)
= 202 T 2 '

Drugi ¢len ne zavisi od 6, zato ga pri optimizaciji lahko zanema-
rimo. Parametre modela dolo¢imo kot
n
0" = inL(f) = i —x10)2.
argmin L (6) argmeml;(yz x; 0)

Tudi logisticna regresija je primer eksponentne druZine

Podobno kot pri linearni regresiji bomo tudi logisti¢no regresijo
analizirali v okviru eksponentne druZine porazdelitev.

1. Privzeta porazdelitev. Pri binarni klasifikaciji predpostavimo,
da ciljna spremenljivka pri danih zna¢ilkah x sledi Bernoullijevi
porazdelitvi:

y | x ~ Bernoulli(p(x)),

kjer veljay € {0,1} in
Ply=1]x)=px), Ply=0]x)=1-p(x)
Gostoto zapisemo kot
plylx)=p'(1-p).
Logaritem gostote je
logp(y | x) = ylogp+ (1 —y)log(1—p),

kar preuredimo v

log p(y | x) = ylog 7 E , Tlog(1=p).

To je oblike eksponentne druzine

logp(y | 17) =nT(y) — A(y) +1ogh(y),
kjer prepoznamo

p
1—p

T(y)=y, n=log

Funkcijo A izrazimo kot funkcijo #:

Alp) =log(1+eT),  h(y) =1.
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2. Pricakovana vrednost. Ker je
A(ny) = log(1+e),
dobimo

e’
 14el”

A1)

Ker velja 7 = log %, sledi e = % in zato

A'(n) =Ely | x] = p.

3. Povezava med y in linearnim napovednikom. Naravni parameter
je
p .

1=p

1 = log
Ker je 4 = p, dobimo povezovalno funkcijo (logit)

s((x)) = log 20

Ce predpostavimo

n(x) = xTo,
sledi ()
p{x T
lo =x'6,
BT p()
od koder dobimo 1
p(X) = 1+€,xT9'

4. Verjetje. Logaritemsko verjetje za en primer je
log p(y | x,6) = ylogp(x) + (1 —y)log(1 — p(x)).

Ce predpostavimo neodvisnost primerov v u¢ni mnozici, je logari-
temsko verjetje:

06) = 21 lyilog p(x;) + (1 — ;) log(1 — p(xi))].

1

Parametre modela dolo¢imo z minimizacijo negativnega log-
verjetja:

6" = argmin (— 21 [yilog p(x;) + (1 — ;) log(1 — P(xi))]> /

kar ustreza kriterijski funkciji, ki jo poznamo kot krizna entropija.
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Poissonova regresija

Pri Stevilnih prakti¢nih problemih nas ne zanima napoved zvezne ko-
licine ali verjetnosti, temvec $tevilo dogodkov v nekem ¢asovnem ali
prostorskem intervalu. Taksni primeri so na primer Stevilo prihodov
strank v trgovino na uro, Stevilo prometnih nesre¢ na dolo¢enem od-
seku ceste, Stevilo klicev v klicni center ali Stevilo pojavitev doloc¢ene
bolezni v populaciji. Za taksne podatke je znacilno, da so nenega-
tivna cela Stevila in pogosto asimetri¢no porazdeljeni, zato linearna
regresija ni primerna: lahko bi napovedovala negativne vrednosti, po-
leg tega pa predpostavlja konstantno varianco, kar pri $tetjih obicajno
ne drZzi (varianca pogosto naras¢a s povpre¢jem). V takih primerih je
smiselno uporabiti model, ki uposteva naravo podatkov, zato upora-
bimo Poissonovo porazdelitev, ki je v splosnem

AVe=?
y!
kjer je parameter A > 0 intenziteta procesa, torej pricakovano stevilo

ply) =

4

dogodkov v danem intervalu, za katerega velja
Ely] = A.

1. Privzeta porazdelitev. Predpostavimo, da ciljna spremenljivka pri
danih znacilkah x sledi Poissonovi porazdelitvi:

y | x ~ Poisson(A(x)),
kjer veljay € {0,1,2,...} in
AVe=A
vt

Parameter A(x) > 0 predstavlja intenziteto oziroma pri¢akovano

ply|x) =

Stevilo dogodkov pri danih znacilkah x, zato velja
p(x) = Ely [ x] = A(x).
Logaritem gostote je
logp(y | x) = ylog A — A —log(y!).
in ¢e ga primerjamo z obliko eksponentne druZzine

logp(y | n) =nT(y) — A(y) +logh(y),

lahko prepoznamo
T(y)=y, 1 =logA

Funkcijo A izrazimo kot funkcijo 7:
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2. Pricakovana vrednost. Ker je
Any) =,

dobimo
A'(y) = o',

Ker velja 7 = log A, sledi ¢/ = A in zato

Al(g) = A

Torej
p(x) = Ely | 2] = A(x).

3. Povezava med y in linearnim napovednikom. Naravni parameter
je
n = logA.
Ker je y = A, dobimo povezovalno funkcijo (log)

g(u(x)) = log u(x).

Ce predpostavimo
sledi
od koder dobimo
4. Verjetje. Logaritemsko verjetje za en primer je

log p(y | x,0) = yxT0 — ' — log(y!).

Logaritemsko verjetje na u¢ni mnozici, kjer predpostavimo neodvi-
snost primerov, je:

1=

00) = Y |yixT0 —e® ~ log(yit)|.

i=1

Ker ¢len log(y;!) ne zavisi od 6, ga pri optimizaciji lahko zanema-
rimo. Parametre modela zato dolo¢imo z minimizacijo negativ-
nega log-verjetja:

n T
6 = argmin ) | [exi o _ yixiTG} .
o i3
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Porazdelitev Tip izhoda Kaj modeliramo  Tipi¢ne uporabe . .
Tabela 10: Primeri porazde-
Normalna zvezna vrednost  simetritne zve-  linearna regre- litev v posplosenih linearnih
zne meritve sija modelih.
Bernoullijeva o/1 verjetnost do- Klasifikacija
godka
Poissonova cela stevila Stevilo dogod- prihodi, klici,
kov nesrece
Gamma pozitivna zve- trajanje ali stro-  ¢akalni Casi,
zna vrednost Sek zavarovanja
Negativna bi- cela Stevila prevec razpr- epidemiologija,
nomska Sena Stetja biologija

Poskusi saM: KDAJ POISSONOVA REGRESIJA PREMAGA LINEARNO?

Generiraj podatke, kjer je ciljna spremenljivka nenegativno celo stevilo in
njena pri¢akovana vrednost naras¢a eksponentno z eno ali ve¢ znacilkami,
nato na istih podatkih nau¢i linearno in Poissonovo regresijo ter primer-
jaj njune napovedi, napake in obnasanje pri ve¢jih vrednostih ciljne spre-
menljivke.

Kaj pa ostale porazdelitve iz eksponentne druZine?

Zgoraj opisane porazdelitve nikakor niso edine, ki jih uporabljamo
pri gradnji posplosenih linearnih modelov. Poleg normalne, Bernoul-
lijeve in Poissonove porazdelitve poznamo Se vrsto drugih modelov
iz eksponentne druZine, ki so primerni za razli¢ne tipe podatkov in
napovednih nalog. Posebej uporabne so takrat, ko ciljna spremen-
ljivka ni zvezna, ni simetri¢no porazdeljena ali pa je omejena na
pozitivne vrednosti oziroma Stevila dogodkov.

Tabela podaja nekaj najpogosteje uporabljenih porazdelitev v
posplosenih linearnih modelih ter tipi¢ne probleme, pri katerih jih
uporabimo. Poleg treh zgoraj podrobneje obravnavanih smo vklju¢ili
$e porazdelitev Gamma, ki jo pogosto uporabljamo za modeliranje
pozitivnih zveznih koli¢in, kot so trajanja, ¢akalni Casi ali stroski,
ter negativno binomsko porazdelitev, ki je posebej uporabna pri
modeliranju Stetij z veliko razprsenostjo podatkov.

Primer implementacije

Zgornje besedilo je vkljucevalo veliko teorije in malo primerov. Za
(bolj racunalniski) premor implementirajmo logisti¢no regresijo. Tako
kot pri linearni regresiji iz prejSnjega poglavju, zatnemo s razredom,
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ki razvije kriterijsko funkcijo nad vhodnimi podatki.

class LogReg:

def

def

def

def

def

def

__init__(self, n_inputs, reg=None, reg_strength=0.0):
self.weights =
[Value(random.uniform(-1, 1), label=f"w{i}")
for i in range(n_inputs)]
self.b = Value(0.0, label="b")
self.reg = reg
self.reg_strength = reg_strength

linear(self, x):
return sum(w * xi for w, xi in zip(self.weights, x)) + self.b

__call__(self, x):
return self.linear(x).sigmoid()

parameters(self):
return self.weights + [self.b]

loss(self, xs, ys):
eps = le-8
losses = []
for x, y in zip(xs, ys):
yhat = self(x)
y_val = Value(float(y))
term = -(y_val * (yhat + eps).log() + \
(1 - y_val) * (1 - yhat + eps).log())
losses.append(term)
data_loss = sum(losses) / Value(len(xs))

if self.reg == "12" and self.reg_strength > 0:
12_penalty = self.reg_strength * sum(w * w for w in self.weights)
return data_loss + 12_penalty

return data_loss

__repr__(self):
weights_str = ", ".join(f"w{i}={w.data:.3f}" \
for i, w in enumerate(self.weights))
return f"LogReg({weights_str}, b={self.b.data:.3f})"

Koda implementira logisti¢no regresijo v duhu posplosenih linear-

nih modelov. Metoda linear izratuna linearni napovednik x76, me-
toda __call__ pa ga preslika skozi sigmoidno funkcijo in tako vrne
verjetnost razreda. Funkcija loss ustreza negativnemu log-verjetju
(krizni entropiji), ki smo ga izpeljali zgoraj, in jo minimiziramo pri
ucenju modela. V implementacijo smo vkljuéili tudi moZnost regula-
rizacije.
kazenski ¢len, ki zavira prevelike vrednosti uteZzi in tako pomaga

preprecevati prenaucenost modela.

121

Podoben razred bi lahko zapisali tudi
za Poissonovo regresijo ali druge po-
splosene linearne modele. Pravzaprav
bi bilo smiselno definirati splosen ra-
zred za take modele, ki implementira
skupno strukturo (linearni napovednik
. in ucenje), posamezni modeli pa bi
Ce izberemo L2-regularizacijo, se kriterijski funkciji pristeje podedovali le ustrezno povezovalno
funkcijo in kriterijsko funkcijo. To
posplositev prepus¢amo bralcu.



122 UVOD V ODKRIVANJE ZNAN]J IZ PODATKOV

Sledi koda za ucenje, kjer smo kot funkcijo za ucenje uporabili kar

to Ze razvito in zapisano v knjiZnica agrad: Podatki za na$ primer so na voljo na
bled-plavanje.xlsx

df = pd.read_excel("bled-plavanje.xlsx")
feature_names = ["vadba", "spanje"l]

xs = df[feature_names].values.tolist()
ys = df["otok"].astype(int).tolist()

print(df[["vadba", "spanje", "otok"]].head().to_string(index=False))

model LogReg(n_inputs=len(feature_names), reg="12", reg_strength=0.01)
model = train(model, xs, ys, learning_rate=0.1, n_epochs=10000, batch_size=None)

Optimizacija konvergira sorazmerno hitro, pridobljeni parametri
pa se dobro ujemajo s tistimi iz slike .

>>> model
LogReg (w0=0.756, wl=1.566, b=-14.822)

Poskusi saAM: NOMOGRAM NARISI SAM.

Za naucen model linearne ali logisti¢ne regresije iz njegovih uteZi samo-
dejno zgradi nomogram (sestavi primerno knjiZnico v programu Python),
nato na nekaj izbranih primerih preveri, ali ro¢no sestevanje tock na nomo-
gramu vrne enake napovedi kot model.

Posploseni linearni modeli in nomogrami danes

Posploseni linearni modeli se v praksi zelo pogosto uporabljajo,
zlasti v medicini, epidemiologiji, ekonomiji in drugih aplikativnih
vedah. ZdruZujejo preprostost, interpretabilnost in dovolj veliko izra-
zno mo¢, da jih lahko uspesno uporabimo pri Stevilnih napovednih
nalogah. Pomembni so tudi zato, ker jih lahko zelo u¢inkovito pred-
stavimo z nomogrami. Njihova struktura — linearna kombinacija
znacilk in enostavna nelinearna preslikava — omogoca neposredno
pretvorbo modela v grafi¢no orodje, kjer posamezne spremenljivke
prispevajo tocke, te pa vodijo do kon¢ne napovedi.

Pomembni so tudi pri oblikovanju sodobne umetne inteligence.
Izhodne plasti nevronskih mrez so praviloma posploSeni linearni
modeli: pri regresiji linearni model, pri dvorazredni klasifikaciji logi-
sti¢na regresija, pri ve¢razredni klasifikaciji pa multinomna logisti¢na
regresija (softmax). Podobno velja za notranje enote nevronskih mreZz:
vsaka najprej izrac¢una linearno kombinacijo vhodov, nato pa jo pre-
slika skozi nelinearno funkcijo, kot je logisti¢na funkcija ali njene
preprostejse alternative (npr. ReLU). O tem ve¢ v naslednjih poglav-
jih.


https://file.biolab.si/datasets/bled-plavanje.xlsx

Nevronske mreZe in poskusi razlag kompleksnih modelov

Primer posploSenih linearnih modelov, ki smo ga obravnavali v
prej$njem poglavju, je bila logisti¢na regresija. Ta zgradi model, kate-
rega odloc¢itvena meja je linearna. Oglejmo si dva primera podatkov
z binarnim razredom (slika [24). Pri prvem primeru logisti¢na regre-
sija uspesno lo¢i oba razreda, pri drugem pa popolnoma odpove. Bi
lahko v drugem primeru preoblikovali prostor zna¢ilk tako, da bi
logisti¢ni regresiji uspelo?
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i
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Octitno tudi v drugi mnozici podatkov s slike [24] obstajajo se- Slika 24: Linearno in nelinearno
gmenti, kjer bi razreda lahko lo¢ili z linearno lo¢nico. Ce bi podatke lo¢ljiva mnozica podatkov ter
opazoval ¢lovek, bi morda lahko zac¢rtal dve premici in obmocje pod rezultat modeliranja z logisti¢no
njima razglasil za podrogje ciljnega razreda. A za to bi morali torej regresijo.
postaviti dve lo¢eni odlo¢itveni meji, nato pa dodati Se nekaj, kar bi
oddaljenost od njiju povezalo v kon¢ni klasifikator. Lahko torej na
vhodu uporabimo dve logisti¢ni regresiji (za dve loc¢itveni meji), nato
pa Se eno logisti¢no regresijo, ki zdruzi njuna izhoda?
Kombinacije logisticnih regresij
Razis¢imo to zadnjo idejo kombiniranja logisti¢nih regresij. Zgra- Opozorilo: bralec naj nage kombiniranje

logisti¢nih regresij razume predvsem
kot konceptualni korak, ki nam bo
omogocil razumeti nevronske mreze. V
sodobnih nevronskih mrezah notranje
raunske enote praviloma uporabljajo
enostavnejSe aktivacijske funkcije, o
katerih bomo govorili nekoliko kasneje.
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dimo lahko sistem oziroma arhitekturo z dvema logisti¢nima regre-
sijama v vhodni plasti. Njuna izhoda ozna¢imo z ag in ag, kjer prvi
indeks oznacuje Stevilko plasti, drugi pa Stevilko ra¢unske enote (lo-
gisti¢ne regresije) znotraj te plasti. Ker imamo dve plasti, bi lahko ak-
tivacijo v drugi plasti oznacili z a1, a ker ta Ze predstavlja nas izhod
P(y = 1), jo bomo na diagramu preprosto oznacili z y. Arhitektura
taksnega sistema je prikazana na sliki 25|

Naj samo spomnimo: za izra¢un aktivacij, to je, izhodnih vrednosti
posameznih enot (torej, nasih logisti¢nih regresij) najprej izratunamo
uteZeno vsoto vhodov, z = w - x + b, nato pa to vsoto pretvorimo z
aktivacijsko funkcijo, to je, pri logisti¢ni regresiji z a4 = ¢ (z). Pri logi-
sti¢ni regresiji smo sigmoidno preslikavo uporabili zato, da uteZeno
vsoto pretvorimo v verjetnost. A ker verjetnosti rabimo le na izhodu
naSega (kombiniranega) modela, bi lahko v vseh ostalih ra¢unskih
enotah nase nastajajoce arhitekture uporabili tudi kaksne druge neli-
nearne transformacijske funkcije.

Predlagana arhitektura nasega modela lepo resi klasifikacijski
problem, kot prikazuje slika [26] Ampalk, ali ta res zgradi odlocitvene
meje tako, kot bi pricakovali? Ne povsem. Dve notranji racunski
vozlis¢i imata svoji “odlocitveni meji” postavljeni v pri¢akovani smeri
(slika desno), a zamaknjeno.

Slika 25: Kombinacija treh logi-
sti¢nih regresij.

Transformacijske funkcije morajo

biti nelinearne. Ce bi bile linearne,
njihova uporaba ne bi imela smisla,
saj so kombinacije linearnih funkcij Se
vedno linearne in bi se tako vrnili k
enemu samemu ra¢unskemu vozlis¢u
z logisti¢no regresijo, ki ne bi moglo
tvoriti nelinearnih odlo¢itvenih mej.

0.0 0.2

Seveda bi se zmotili, ¢e bi pricakovali, da bosta “odlo¢itveni meji”
obeh vhodnih logisti¢nih regresij naSe arhitekture lokalno jasno loce-
vali primere razli¢nih razredov. Izhodna logisti¢na regresija namrec¢
uteZi oddaljenosti od teh premic in jih seSteje, ne pa denimo preveri,
ali sta obe oddaljenosti pozitivni (kot bi to verjetno storil ¢lovek). Za-
nimivo pa je, da sta ti dve premici — in to povsem pri¢akovano, ¢e o
tem nekoliko premislimo — usmerjeni pravilno in ravno prav zama-
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Slika 26: Odlocitvena meja in
izolinije verjetnosti za celoten
model (levo) in za logisti¢ni
regresiji na vhodu modela
(desno).
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knjeni, da ju lahko uporabi kon¢na logisti¢na regresija. Ce bi Zeleli, bi
lahko njune uteZi (ne pa tudi njunega poloZaja) uporabili za nadaljnjo

interpretacijo modela.

Tu se seveda ne smemo ustaviti. Nadaljujemo lahko s $e bolj kom-
pleksnimi in nelinearnimi klasifikacijskimi problemi, kot je denimo
ta na sliki 27} Za te nekoliko zahtevnej$e podatke smo zasnovali dve
alternativni arhitekturi modelov, ki sta v osnovi ponovno le kombi-
naciji logisti¢nih regresij, a obe uspeta poiskati ustrezne (in pric¢ako-
vane) odlo¢itvene meje.
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Opazimo, da smo v drugi varianti arhitekture modela s slike
uvedli dodatno plast ra¢unskih enot. Namenoma ta plast vsebuje
le dve ra¢unski enoti, saj lahko njuni aktivaciji vizualiziramo v dvo-
razseznem razsevnem diagramu. Ti dve aktivaciji nato posljemo v
koné¢no enoto, logisti¢no regresijo, ki vraca verjetnost ciljnega ra-
zreda. Ker imajo logisti¢ne regresije linearne odloc¢itvene meje, bi
torej moral biti razred totke v prostoru aktivacij predzadnje plasti
nade arhitekture linearno locljiv. In je res (slika [28)!

y:
Activation of second unit in penultimate layer
N

0 1 2 3 4 5
Activation of first unit in penultimate layer

Kombinacije logisti¢nih regresij, ki smo jih raziskovali zgoraj, so se

zgodovinsko uveljavile pod imenom nevronske mreZe. 1zraz je star, saj

Omenjamo “arhitekturo modelov”,
torej nacin, kako so ratunske enote,
torej nase logisti¢ne regresije, med
seboj povezane. Arhitekturo bomo
v splodnem dolo¢ili s Stevilom plasti
(nivojev) in Stevilom ra¢unskih enot
v posamezni plasti ter med enotami
sosednjih plasti.

Slika 27: Nekoliko komple-
ksnejSa mnoZica podatkov in

dve razli¢ici arhitekture mo-
dela, ki bi se z njo morda lahko
uspesno spopadli.

Slika 28: Odlo¢itvena meja dvo-
plastnega modela in prostor
aktivacij predzadnje plasti, ki
(zaradi tega, da lahko aktivacije
izriSemo v dvodimenzionalnem
razsevnem diagramu) vsebuje
le dve ra¢unski enoti.
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te arhitekture prvotno niso bile zasnovane kot kombinacije logisti¢nih
regresij, kot smo jih predstavili tu, temve¢ kot ra¢unske enote, ki naj
bi posnemale nevrone v moZganih. O zgodovini morda nekoliko
kasneje; zdaj je ¢as, da ta koncept formaliziramo in zapiSemo nekaj
kode za njegovo implementacijo.

Nevronske mreZe kot postopek preoblikovanja podatkov

Preden se poglobimo v formalizem in implementacijo nevronskih
mreZ, Se morda precej pomembna ugotovitev: zgoraj smo na koncu
nasih arhitektur modelov uporabili logisti¢no regresijo. Konéni mo-
del je bil torej eden od posploSenih linearnih modelov. Vse operacije
pred to ra¢unsko enoto so potem sluzile pripravi podatkov za ta mo-
del, torej preoblikovanju podatkov tako, da jih lahko modeliramo s
posplo$enim linearnim modelom.

Nevronsko mreZo torej lahko obravnavamo kot transformacijo zna-
¢ilk za kon¢ni, posploseni linearni model, uporabljen na teh novih
znacilkah. V nasprotju z roéno pripravo podatkov, kjer bi znacilke
torej oblikovali ro¢no oziroma za njihov izratun spisali neke funkcije,
se te transformacije nevronska mreZa naudi hkrati s kon¢nim mode-
lom, v enem samem optimizacijskem postopku. Mreza tako svojo
notranjo transformacijo podatkov prilagodi zadnji plasti tako, da po-
stane kon¢na napovedna naloga ¢im enostavnejsa oziroma da model
¢im bolj ustreZe neki optimizacijski funkciji.

Formalni zapis nevronskih mreZ

V svoji standardni usmerjeni obliki (t. im. feedforward neural ne-
twork), kjer informacije te¢ejo od vhodnih spremenljivk do kon¢ne
plasti nevronske mreZe, je nevronska mreZa parametri¢na funkcija
fo : R* — Rk, dolotena kot kompozicija afinih transformacij in po
komponentah uporabljenih nelinearnih aktivacijskih funkcij. Mreza je
urejena po plasteh in vsebuje vhodno plast (vhodne spremenljivke),
eno ali vec skritih plasti ter izhodno plast. Vsaka skrita plast vsebuje
skrite enote (ali vozlisca), katerih aktivacije niso neposredno opazo-
vane in sluZijo kot vmesne predstavitve vhodnih podatkov.

Za vhod x € RY mreZa z L plastmi izratuna zaporedje aktivacij

0) _

a0 =y, 20 = wOgt=1) 4 (O, all) = o0 (z(f)> , £=1,...,L,

kjer so plasti £ = 1,...,L — 1 skrite plasti, plast { = L pa izhodna
plast. Pri tem sta W) in b() parametra (uteZi in odmiki) plasti ¢,
o(¥) so nelinearne aktivacijske funkcije, parametri celotnega modela
paso

0= {w,p3L

Druge arhitekture nevronskih mrez,
med njimi konvolucijske, rekurentne
in transformerske mreZe, to osnovno
obliko razsirjajo, a za zdaj zadosca,
da zatnemo z osnovno, kanoni¢no
obliko, ki jo lahko kasneje poljubno
nadgradimo.
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Kon¢ni izhod f(x) = a(l) interpretiramo glede na nalogo, ki jo re-
$ujemo, npr. kot verjetnosti pri klasifikaciji ali kot Steviléne vrednosti
pri regresijskih problemih.

Tako kot pri vseh drugih modelih, ki smo jih doslej obravnavali,
bomo tudi tu parametre modela 6 dolo¢ili iz u¢nih podatkov z mi-
nimizacijo izbrane kriterijske funkcije £(fy(x),y), ki bo skladna z
naravo problema. Tipi¢no bomo te funkcije izbirali med temi, ki smo
jih spoznali pri posploSenih linearnih modelih, ali pa uporabili nji-
hove razsiritve za zahtevnejse in bolj strukturirane tipe podatkov.

Implementacija

Racunsko pretvorbo vhodnih podatkov, ki jo dolo¢a nevronska
mreZa, lahko predstavimo kot ra¢unski graf in ga nato uporabimo

za izra¢un gradientov parametrov modela. Pri tem velja vse, kar smo
uvedli v prej$njih poglavijih pri bolj enostavnih modelih: v implemen-
taciji bomo za ucenje uporabili Ze razvito funkcijo train. Uporabimo
lahko tudi regularizacijo, podobno kot smo jo uporabili za glajenje
posplosenih linearnih modelov. Z izrazom “implementacija” tu zato
mislimo predvsem, ali pa morda celo samo na konstrukcijo ra¢un-
skega grafa, ki ustreza izbrani arhitekturi nevronske mreZe.

Za¢nimo sicer s krajSo razpravo o aktivacijskih funkcijah. V zgor-
njih razdelkih smo uporabljali logisti¢no funkcijo, a v notranjih vo-
zlis¢ih nevronskih mrez pogosteje uporabljamo enostavnejse neline-
arnosti, ki omogocajo ucinkovitejSe ucenje in hitrejSo konvergenco k
optimalnim reSitvam. Tipi¢no se za notranja vozlis¢a tako namesto
logisti¢ne uporablja funkcija ReLU (Rectified Linear Unit),

ReLU(z) = max(0,z),

ki vrne vhodno vrednost, ¢e je ta pozitivna, sicer pa vrednost nic.
Gre za preprosto, a zelo u¢inkovito nelinearno funkcijo, ki omogoca
hitrejSe ucenje in omili problem izginjajoc¢ih gradientov (vanishing
gradient problem). Do teh pride, ko se gradienti pri povratnem Sirje-
nju skozi mreZo postopoma manjsajo, kar je znacilno predvsem pri
sigmoidnih ali tanh aktivacijah. Posledi¢no zgodnejse plasti prejmejo
le izjemno Sibek uéni signal in se njihovi parametri posodabljajo zelo
pocasi. Funkcija ReLU ta problem omili, saj ima za pozitivne vhode
konstanten odvod (enak 1), kar omogoc¢a ucinkovitejse Sirjenje gradi-
entov ter hitrejSe in stabilnejSe ucenje. Za podporo funkciji ReLU zato
raz$irimo naso knjizZnico za avtomatsko odvajanje (razred Value) z
njenim izra¢unom v smeri naprej in povratnim $irjenjem gradientov:

def relu(self):
out = Value(0 if self.data < 0 else self.data, (self,), 'RelLU’)

127
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def _backward():
self.grad += (out.data > 0) * out.grad
out._backward = _backward

return out

Nevronsko mrezo zgradimo z uporabo treh razredov: nevrona
(racunske enote), plasti nevronske mreZe, ki vsebuje nevrone na isti
ravni, ter same nevronske mreZe, ki te plasti povezuje med seboj.
Zacnimo z osnovno rac¢unsko enoto:

class Neuron:

def __init (self, nin, activation='relu’):
self.w = [Value(random.uniform(-1,1)) for _ in range(nin)]
self.b = Value(0)
self.activation = activation
self.out = None

def __call__(self, x):
act = sum((wixxi for wi,xi in zip(self.w, x)), self.b)
out = act.sigmoid() \
if self.activation == ’sigmoid’ else act.relu()
self.out = out
return out

def parameters(self):
return self.w + [self.b]

def __repr__(self):
return f"Neuron({len(self.w)})"

Razred Neuron implementira nevron, ki sprejme nin vhodov, iz-
ra¢una njihovo uteZeno vsoto, pristeje zacetno vrednost ter rezul-
tat poslje skozi aktivacijsko funkcijo, ki je privzeto ReLU. Funkcija
parameters() vrne seznam parametrov nevrona.

Nevrone posamezne plasti poveZemo v razredu Layer:

class Layer:

def __init__(self, nin, nout, *xkwargs):
self.neurons = [Neuron(nin, =xxkwargs) for _ in range(nout)]

def __call__(self, x):
out = [n(x) for n in self.neurons]
return out[0] if len(out) == 1 else out

def parameters(self):
return [p for n in self.neurons for p in n.parameters()]
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def __repr__(self):

return f'"Layer of [{', ’'.join(str(n) for n in self.neurons)}]"

Razred Layer predstavlja en sloj mreZe, torej plasti nevronov, ki
pri polno povezani mrezi, kot je ta, ki jo gradimo, vsi prejmejo isti
vhod. Izra¢un v metodi __call__ pokli¢e vsak nevron posebej, pri
temer vsak neodvisno izratuna svojo aktivacijo. Ce plast vsebuje
le en nevron (torej gre za izhodni nevron), klic vrne skalar, sicer
pa seznam aktivacij. Parametre plasti dobimo tako, da zdruzimo
sezname parametrov vseh njenih nevronov.

Plasti v nevronsko mreZo poveZe razred NeuralNetwork:

class NeuralNetwork:

def __init__(self, nin, nouts):

sz = [nin] + nouts
self.layers = [Layer(sz[i], sz[i+1], \
activation="sigmoid" if i == len(nouts)-1 else "relu")

for i in range(len(nouts))]

def __call__(self, x):
for layer in self.layers:
x = layer(x)
return X

def parameters(self):
return [p for layer in self.layers
for p in layer.parameters()]

def loss(self, X, ys):
eps = le-8
yhats = [self(x) for x in X]
return -sum(y * (yhat + eps).log() + \
(1-y) * (l-yhat + eps).log() \
for y, yhat in zip(ys, yhats)) / len(ys)

def __repr__(self):
return f'NN of [{’, '.join(str(layer)
for layer in self.layers)}1"

Razred NeuralNetwork zgradi mreZo tako, da njene plasti zapo-
redno poveze med seboj. Uporabnik poda stevilo vhodov ter v se-
znamu $tevilo nevronov v posamezni skriti plasti. Vsi nevroni v
skritih plasteh uporabljajo funkcijo ReLU, medtem ko zadnja plast
uporablja sigmoidno funkcijo za izra¢un verjetnosti razredov. Funk-
cija __call__() implementira prehod informacij v smeri naprej (angl.
forward pass). Vsaka plast sprejme aktivacije prejsnje plasti in svoj
izhod posreduje naslednji, dokler izhodna plast ne vrne napovedi.

Velja pripomniti, da tu gradimo kla-
sifikacijsko nevronsko mreZo. Nago
implementacijo bi bilo mogoce eno-
stavno spremeniti za kaksno drugo,
recimo regresijsko nalogo, z uporabo
drugacne aktivacijske funkcije v zadnji
plasti.
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MrezZa svoje parametre zbere iz parametrov posameznih plasti, te pa
jih zberejo iz svojih nevronov. Spomnimo, da se bodo ti parametri
med gradientnim sestopom posodabljali glede na njihove gradiente.

V zgornjo implementacijo smo vkljucili tudi funkcijo loss za bi-
narno klasifikacijo, ki ustreza negativnemu log-verjetju (krizni en-
tropiji), uporabljeni pri logisti¢ni regresiji. Bralec lahko ta del imple-
mentacije brez tezav prilagodi za splosnejSo uporabo ali pa doloci
ustrezen nadrazred, iz katerega nato izpelje modele nevronskih mrez
za razli¢ne analitske naloge.

Utenje modela z dvema skritima plastema, kot smo ga uporabili
za prikaz rezultatov na sliki |28} je nato povsem preprosto:

n_hidden = [4, 2]

model = NeuralNetwork(2, n_hidden + [1])

train(model, X, ys, learning_rate=0.2, n_epochs=2000,
batch_size=50, report_every=100)

Konvergenca je pri tej implementaciji in nasih podatkih kljub
naivni implementaciji rac¢unanja gradientov razmeroma hitra. Na tem
mestu velja poudariti, da je naSa implementacija z uporabo knjiznice
za avtomatsko odvajanje iz prejsnjih poglavij namenjena predvsem
ucenju in razumevanju konceptov, za resnejso uporabo pa bomo
od tu dalje posegli po zmogljivejsih Pythonovih knjiznicah, kot je
pytorch.

Poskust sAM: KDAJ NEVRONSKA MREZA PREMAGA LINEARNI MO-
DEL?

Sestavi vsaj 5-dimenzionalni klasifikacijski problem z izrazito nelinearno
odlo¢itveno mejo, na istih podatkih nauci linearni model (logisti¢na regre-
sija) in nevronsko mreZo z eno skrito plastjo ter primerjaj njuno to¢nost.

Poskust sAM: KDAJ NEVRONSKA MREZA PREMAGA LINEARNI MODEL
PRI REGRESIJI?

Sestavi regresijski problem z vsaj petimi vhodnimi zna¢ilkami in izrazito
nelinearno povezavo med vhodom in razredom. Na istih podatkih nauci
linearni regresijski model in nevronsko mrezZo z eno skrito plastjo ter pri-
merjaj njuno napovedno to¢nost in prileganje napovedi u¢nim podatkom.

Regularizacija

Modeli nevronskih mreZ so lahko zelo prilagodljivi in tipi¢no imajo
veliko Stevilo parametrov, zato so Se posebej nagnjeni k preveliki
prilagoditvi u¢ni mnozici. Tako kot pri modelih, ki smo jih obravna-
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vali v prejsnjih poglavjih, lahko tudi tu uporabimo regularizacijske
tehnike, s katerimi model omejimo, da se bolje posplosuje na nove,
nevidene podatke.

Neposredna razsiritev regularizacije iz posploSenih linearnih mo-
delov je uporaba kazenskih ¢lenov nad parametri modela. Najpogo-
stejsa je kazen ¢, kjer, kot Ze sicer vemo, kriterijski funkciji dodamo
¢len, sorazmeren vsoti kvadratov uteZi,

Ereg =L+ /\Z ”W(() H%f
l

pri ¢emer parameter A > 0 dolo¢a moc¢ regularizacije. Taksna regu-
larizacija spodbuja mreZo, da ohranja majhne uteZi, kar vodi do bolj
gladkih preslikav in manjSe obcutljivosti na Sum v podatkih. Kazen
£1, ki se nam je sicer zdela zelo uporabna pri posploSenih linearnih

modelih zaradi izbora znadilk,

»Creg =L+ /\Z ||W([)H1/
14

spodbuja redkost (angl. sparsity), a se v nevronskih mreZah uporablja
precej redkeje oziroma skoraj nikoli. Nevronske mreZe se namre¢
obicajno zana$ajo na porazdeljene predstavitve, kjer se veliko majh-
nih prispevkov zdruZuje v uporabne znacilke, poleg tega pa lahko
negladka narava kazni ¢; otezi optimizacijo.

V praksi kazen ¢, pogosto implementiramo neposredno v optimi-
zacijskem postopku kot t. im. weight decay. Namesto da bi regulariza-
cijski ¢len eksplicitno dodali kriterijski funkciji, prilagodimo pravilo
za posodobitev parametra w:

w < (1 —77/\)7/0_ vaﬁl

kjer je 1 hitrost ucenja, z A pa uravnavamo stopnjo regularizacije.
Tu pri vsakem koraku gradientnega sestopa utezi nekoliko skré¢imo
proti ni¢. Prav zato je weight decay standardni na¢in implementacije
regularizacije ¢, v sodobnih knjiZnicah za nevronske mreZe, oba
izraza pa se v praksi pogosto uporabljata skoraj kot sopomenki.

Tretja pogosto uporabljena regularizacijska tehnika pa je dropout.
(0)
i
verjetnostjo p, z verjetnostjo 1 — p pa jo ohranimo. To lahko zapisemo
kot

Med ucenjem vsako aktivacijo a;"’ neodvisno nastavimo na nic¢ z

0 =m0 @ a0, ml(Z) ~ Bernoulli(1 — p),

kjer ® oznacuje mnoZenje po komponentah. S tem prepre¢imo, da
bi se mreZa prevec¢ zanasala na posamezne racunske enote, in jo
prisilimo, da razvije redundantne in bolj robustne notranje predsta-
vitve. Pristop izpusc¢anja povezav lahko razumemo tudi kot obliko
ansambelskega ucenja: pri vsaki iteraciji dejansko u¢imo nekoliko

Dropout so leta 2014 predlagali Sriva-
stava, Hinton, Krizhevsky, Sutskever
in Salakhutdinov v ¢lanku, objavlje-
nem v reviji Journal of Machine Learning
Research.

Dropout se je veliko uporabljal v zgo-
dnjem obdobju uéenja nevronskih mrez
(priblizno med letoma 2012 in 2016),
danes pa je v sodobnih arhitekturah
manj pogost. Se vedno je uporaben pri
man;jsih modelih ali kadar imamo malo
podatkov, medtem ko sta regularizacija
z weight decay in bogatenje podatkov
(data augmentation) danes obicajnejsa
izbira.
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drugacno podmreZo, dobljeno z odstranitvijo naklju¢ne podmnoZzice
enot, pri ¢emer vse te podmrezZe delijo iste parametre. Kon¢ni mo-
del lahko zato razumemo kot priblizek povprecenja napovedi velike
mnoZice takSnih podmrez. Med uporabo modela potem uporabimo
vse enote. V sodobnih implementacijah se ustrezno skaliranje obi-
¢ajno izvede Ze med ucenjem (t. i. “inverted dropout”), zato med
uporabo modela niso potrebne dodatne prilagoditve.

Posebej preprosta, a ucinkovita oblika regularizacije je zgodnje
ustavljanje (early stopping). Namesto da kriterijsko funkcijo na ué¢ni
mnozici minimiziramo neomejeno dolgo, spremljamo uspesnost na
validacijski mnoZici in uéenje ustavimo pri iteraciji t*, kjer je izguba

(1)

val
mizacija obi¢ajno Se zmanjSuje napako na u¢ni mnoZici, a povecuje

na validacijski mnoZici £ najmanjsa. Po tej tocki nadaljnja opti-
napako na validacijski mnozici, kar kaZze na prenaucenost. Zgodnje
ustavljanje lahko razumemo tudi kot implicitno omejevanje norme
parametrov: gradientni sestop najprej zajame grobo strukturo podat-
kov, Sele kasneje pa zatne prilagajati tudi sum. Ce uenje prekinemo
dovolj zgodaj, prepre¢imo, da bi se model prevec prilagodil u¢ni
mnoZici in postal pretirano kompleksen. V praksi je zgodnje usta-
vljanje zelo enostavno implementirati in pogosto pomembno izboljsa
sposobnost posploSevanja.

Regularizacijo lahko doseZemo tudi na ravni podatkov z bogate-
njem podatkov (data augmentation). Namesto da spreminjamo model,
raz$irimo u¢no mnozico tako, da iz obstojecih primerov ustvarimo
dodatne primere, pri ¢emer ohranimo njihove razrede. V dvodimen-
zionalni mnozici podatkov lahko na primer tocko x = (2,1) rahlo
po$umimo in ustvarimo bliZnje tocke, kot sta (2.1,1.0) ali (1.9,1.2),
ki obdrzijo isti razred. S tem predpostavimo, da majhne spremembe
vhoda ne bi smele vplivati na izhod modela. Taksen postopek po-
veca raznolikost u¢nih podatkov in zmanjSa teznjo modela, da bi si
zapomnil posamezne primere, kar poveca robustnost in splosnost.

Inicializacija in normalizacija

Ucenje nevronskih mrez z gradientnimi metodami je zelo obcutljivo
na velikost vhodov, izbor aktivacij in parametrov. Ce teh koli¢in
ustrezno ne nadzorujemo, lahko optimizacija postane zelo pocasna
ali celo povsem odpove.

Preprost, a zelo u¢inkovit korak je normalizacija vhodnih znacilk.
V praksi posamezno znacilko obi¢ajno standardiziramo (povpre-
¢je ni¢ in enotska varianca). S tem zagotovimo, da so vsi vhodi na
primerljivi skali, kar vodi do stabilnejsih gradientov in hitrejSe kon-
vergence gradientnega sestopa.

Enako pomembna je inicializacija parametrov mreze. Ce uteZi ini-

Vetina sodobnih knjiZznic za globoko
ucenje, kot je PyTorch, privzeto imple-
mentira “inverted dropout”.
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cializiramo s prevelikimi vrednostmi, lahko aktivacije med $irjenjem
skozi plasti hitro narastejo, kar vodi do nestabilnega obnasanja in
eksplodirajo¢ih gradientov. Ce pa so uteZi premajhne, se aktivacije
kréijo proti ni¢ in gradienti lahko izginejo, zaradi ¢esar se mreza ne
more ucinkovito uciti. Sodobne inicializacijske sheme ta problem
reSujejo tako, da zacetne uteZi izberejo na nacin, ki ohranja varianco
aktivacij priblizno konstantno skozi vse plasti. Pogosti izbiri sta
inicializacija Xavier (primerna za sigmoidne ali tanh aktivacije) ter
inicializacija He (namenjena mreZam z ReLU).

V zahtevnejsih primerih lahko med ufenjem normaliziramo tudi
vmesne aktivacije, na primer z uporabo paketne normalizacije (batch
normalization). TakSne tehnike dodatno stabilizirajo optimizacijo, ven-
dar za potrebe tega poglavja Ze skrbna priprava vhodnih podatkov in
smiselna inicializacija zagotovita ve¢ino prakti¢nih koristi.

Globina, $irina in kapaciteta modela

Arhitekturo nevronske mreZe dolocata njena globina (Stevilo plasti)
in Sirina (Stevilo enot v posamezni plasti). Povecevanje ene ali druge
omogoc¢a mreZi predstavitev kompleksnejsih funkcij. Pravzaprav
lahko Ze mreZa z eno samo skrito plastjo aproksimira poljubno zve-
zno funkcijo na omejenem obmocdju, ¢e vsebuje dovolj veliko stevilo
enot. To opaZanje, pogosto imenovano lastnost univerzalne aproksima-
cije, nakazuje, da globina strogo gledano ni nujna za izrazno mo¢
modela. Vendar pa lahko taksne plitve mreZe za predstavitev funk-
cij, ki jih globlje arhitekture opisejo precej bolj kompaktno, zahtevajo
neprakti¢no veliko Stevilo enot.

Globina omogoca nevronskim mrezam gradnjo kompozicijskih pred-
stavitev. Vsaka plast transformira izhod prejsnje plasti in iz vhodov
postopoma gradi vedno abstraktnejse znacilke. Taksna hierarhi¢na
struktura pogosto vodi do ucinkovitejsih predstavitev: funkcije, ki
bi v plitvi mrezi zahtevale veliko $tevilo enot, lahko globoka mreza
implementira z bistveno manj parametri. Sirina pa dolo¢a bogastvo
predstavitev znotraj posamezne plasti, saj mreZi omogoca ucenje vec
razli¢nih znacilk na isti ravni abstrakcije. V praksi tako k izrazni mo¢i
modela prispevata tako globina kot $irina, njuno ustrezno razmerje
pa je odvisno od konkretnega problema.

Skupna kapaciteta nevronske mreZe, to je, njena sposobnost apro-
ksimacije Sirokega razreda funkcij, je zato dolocena z arhitekturo
in Stevilom parametrov. Modeli s premajhno kapaciteto bodo pree-
nostavni (angl. underfitting) in ne bodo zajeli pomembnih vzorcev,
medtem ko se lahko preveliki modeli preve¢ prilagodijo u¢ni mnozici
(angl. overfitting). Tako kot pri drugih modelih je tudi pri nevron-
skih mreZah nadzor kapacitete s premisljeno izbiro arhitekture in

Inicializacija Xavier (Glorot) iz leta
2010 postavi Var(w) = —5— inje
primerna za sigmoidne oziroma tanh
aktivacije. Inicializacija He (2015) upo-
rablja Var(w) = é, kar bolje ustreza
mreZam z ReLU, Kjer je pribliZzno po-
lovica aktivacij enaka ni¢. Obe metodi
poskusata ohraniti aktivacije in gradi-
ente na stabilni skali skozi vse plasti ter
tako izboljsati ucenje.

Lastnost univerzalne aproksimacije sta
dokazala Cybenko (Approximation by
superpositions of a sigmoidal function,
Mathematics of Control, Signals, and Sy-
stems, 1989) in Hornik (Approximation
capabilities of multilayer feedforward
networks, Neural Networks, 1991). Do-
stopnejso razlago podajajo Goodfellow
in sod. v knjigi Deep Learning (2016),
poglavie 6.

Globoka nevronska mreZa je nevronska
mreZa z ve¢ kot eno skrito plastjo.
Izraz “globoka” se nanasa na nalaganje
plasti, ki modelu omogoca uéenje vedno
abstraktnejsih predstavitev. Izraz se je
uveljavil v 2000-ih letih ob ponovnem
vzponu vecplastnih nevronskih mrez,
predvsem po zaslugi dela Geoffreyja
Hintona in sodelavcev.
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regularizacijo klju¢en za dobro uspesnost. V praksi izbiro primerne
globine in $irine pogosto vodijo eksperimentiranje, domensko znanje
in uspesnost na validacijski mnoZici, ne pa stroga teoreti¢na pravila.

Poskust saM: KAJ SE NAUCI SKRITA PLAST?

Sestavi regresijski problem, pri katerem nevronska mreza z dvema skritima
plastema doseZe dobro napovedno to¢nost z bistveno manj parametri kot
mreZa z eno samo skrito plastjo, ter primerjaj, kako Siroka mora postati eno-
plastna mreZa, da doseZe primerljivo napako.

Hitrost ucenja in njeno prilagajanje

Medtem ko oblika modela doloc¢a, katere funkcije lahko predstavimo,
hitrost u¢enja v veliki meri dolo¢a, ali bomo te funkcije v praksi sploh
uspeli poiskati. Tudi ob pravilno izra¢unanih gradientih in dobro za-
snovani arhitekturi lahko neustrezno veliki koraki povsem preprecijo
konvergenco. Hitrost ucenja je zato eden klju¢nih prakti¢nih para-
metrov: tudi s pravilnimi gradienti lahko neustrezna velikost koraka
prepreci uspesno uenje modela.

Hitrost ucenja 1 dolo¢a velikost posodobitev parametrov. Ce je pre-
velika, lahko optimizacija postane nestabilna in ne konvergira; ce je
premajhna, u¢enje napreduje zelo pocasi ali celo obstane. Pogosta
strategija je zato, da za¢nemo z razmeroma veliko hitrostjo ucenja in
jo med ucenjem postopoma zmanjsujemo. Taksni postopki spreminja-
nja hitrosti ucenja (angl. learning rate schedules), na primer stopnicasto
ali eksponentno zmanj$evanje, omogocajo hitro zacetno napredovanje
in nato natan¢nejse prilagajanje v bliZini reSitve. V praksi obicajno za-
dostujejo Ze preprosti urniki v kombinaciji s spremljanjem uspes$nosti
na uéni in validacijski mnozici, skrbna nastavitev hitrosti uc¢enja pa
ima pogosto vegji vpliv kot bolj zapletene spremembe same arhitek-
ture modela.

Nevronske mreze s knjiznico PyTorch

Podobno implementacijo nevronske mreZze, kot smo jo “ro¢no” zgra-
dili v tem poglavju, gradi tudi knjiZnica PyTorch. Seveda na veliko
bolj premisljen nacin, saj pri tem uporablja vektorje in vecrazseZne
matrike, ki jim pravimo tudi tenzorji. Za podatke iz slike [26|lahko v
PyTorchu zgradimo model tako, da sestavimo zaporedje plasti:

import torch.nn as nn

model = nn.Sequential(
nn.Linear(2, 2),
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nn.RelLU(),

nn.Linear(2, 1),

nn.Sigmoid(),
)
Prva plast nn.Linear(2, 2) sprejme dve vhodni znacilki in izra¢una
dve linearni kombinaciji vhodov, torej aktivaciji dveh skritih enot.
Nato funkcija nn.ReLU() nad njima uporabi nelinearno transforma-
cijo. Druga linearna plast nn.Linear (2, 1) ti dve aktivaciji zdruzi v
eno samo vrednost, funkcija nn.Sigmoid() pa jo pretvori v verjetnost
ciljnega razreda.

Vhodne podatke za ucenje lahko preberemo iz vhodne datoteke in
jih pretvorimo v tenzorje.
import pandas as pd
import torch
df = pd.read_excel(path)
y = torch.tensor(df.iloc[:, 0].astype(float).values, dtype=torch.float32).view(-1, 1)
X = torch.tensor(df.iloc[:, 1:3].astype(float).values, dtype=torch.float32)
Prvi stolpec podatkovne tabele predstavlja razred y, preostala dva
stolpca pa vhodni znacilki X. Ker PyTorch pri¢akuje numeri¢ne ten-
zorje dolocene oblike, podatke pretvorimo v tip float32, pri ciljni
spremenljivki pa z view(-1, 1) zagotovimo obliko stolp¢nega vek-
torja.
Za ucenje moramo dolotiti cenovno funkcijo in optimizacijski

postopek, ki bo posodabljal parametre modela glede na izracunane
gradiente.
loss_fn = nn.BCELoss ()
optimizer = torch.optim.Adam(model.parameters(), 1r=0.2)
Kriterijska funkcija BCELoss implementira nam Ze znano krizno Namesto optimizatorja Adam bi lahko

entropijo za binarno klasifikacijo, optimizator Adam pa hitrost poso-

uporabili tudi stohasti¢ni gradientni
sestop SGD, ki smo ga uporabljali vse do

dabljanja parametrov prilagaja posameznim uteZem in zato pogosto sedaj in je konceptualno preprostejsi,

omogoca hitrejse ter stabilnejSe ucenje. a bomo ostali pri postopku Adam,

Ucenje implementiramo s spodnjo kodo: hitrosti ucenja.

n_epochs = 10000

for epoch in range(n_epochs):
y_pred = model(X)
loss = loss_fn(y_pred, y)

optimizer.zero_grad()
loss.backward()
optimizer.step()

ki zahteva manj ro¢nega prilagajanja
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if epoch % 100 == 0:
print(f"epoch {epoch:4d} | loss {loss.item():.6f}")

print(f"Final loss: {loss.item():.6f}")

Koda je sicer silno podobna tej, ki smo jo sestavili v prejsnjih poglav-
jih in uporabljali z naSo knjiZnico za strojno ra¢unanje gradientov. V
vsaki iteraciji zgradimo rac¢unski graf, ga s prehodom skozi mreZzo

z u¢nimi podatki opremimo z vrednostmi izra¢unanih tenzorjev
(spremenljivk v ra¢unskem grafu), gradiente nastavimo na nic ter s
klicem backward() izratunamo gradiente. Nato z optimizer.step()
posodobimo parametre modela.

Onkraj polno povezanih mreZ

Nevronske mreZe, ki smo jih obravnavali doslej, so bile polno povezane
oziroma goste, saj je bila vsaka enota v posamezni plasti povezana z
vsemi enotami prejSnje plasti. TakSne arhitekture so zelo splosne in
lahko nac¢eloma aproksimirajo zelo Sirok razred funkcij. Vendar pa
imajo lahko vhodni podatki v $tevilnih aplikacijah dodatno struk-
turo, ki jo lahko izkoristimo za gradnjo uc¢inkovitej$ih in uspesnejsih
modelov. Ce to strukturo vklju¢imo v arhitekturo, v model vnesemo
doloc¢eno induktivno pristranost (angl. inductive bias), ki lahko po-
membno izboljsa ucenje.

Odlicen primer so konvolucijske nevronske mreZe (convolutional neural
networks, CNN), ki so zasnovane za podatke s prostorsko strukturo,
kot so slike, ali pa za zaporedne podatke. Namesto da bi vsak vhod
povezali z vsako enoto, CNN uporabljajo lokalne povezave in deljene
utezi: isti majhen filter uporabijo na razli¢nih delih vhoda. S tem
zmanj$ajo Stevilo parametrov in omogocijo mreZi, da zaznava lokalne
vzorce (na primer robove ali teksture) ne glede na njihov polozaj v
sliki.

Drug pomemben razred so rekurentne nevronske mreZe (recurrent ne-
ural networks, RNN), ki so prilagojene zaporednim podatkom. Pri teh
modelih izra¢un poteka korak za korakom, mreza pa ohranja skrito
stanje, ki povzema pretekle vhode, zato so primerne za naloge, pove-
zane s ¢asovnimi vrstami ali besedili. V zadnjem ¢asu so pri stevilnih
nalogah modeliranja zaporedij prevlado prevzele transformerske arhi-
tekture ki temeljijo na mehanizmih pozornosti (attention), s katerimi
lahko model neposredno povezuje razli¢ne dele vhodnega zaporedja
med seboj in tako u¢inkovito modelira dolgoro¢ne odvisnosti.

Nevronske mreZe pa niso omejene zgolj na napovedovanje iz-
hodov iz vhodov, temve¢ jih lahko uporabimo tudi za generiranje
podatkov. Pri generativnem strojnem ucenju Zelimo modelirati osnovno

Konvolucijske nevronske mreZe je v
poznih osemdesetih letih predstavil
Yann LeCun s sodelavci. Ena prvih
uspesnih aplikacij je bila mreZza LeNet-5
(1998), razvita v laboratorijih AT&T
Bell Labs in objavljena v Proceedings

of the IEEE, kjer so CNN uporabili za
prepoznavanje ro¢no pisanih stevk.

RNN so bile prav tako predstavljene
zelo zgodaj, v osemdesetih letih, med
drugim v delih Johna Hopfielda (1982)
ter Davida Rumelharta, Geoffreyja
Hintona in Ronalda Williamsa (1986).

Transformerske arhitekture so bile pre-
dlagane nedavno, uvedli so jih Vaswani
in sod. leta 2017. Zaradi sposobnosti
u¢inkovitega modeliranja dolgoro¢nih
odvisnosti s pomocjo mehanizmov
pozornosti (attention) in vzporednega
ra¢unanja so v Stevilnih aplikacijah,
zlasti pri obdelavi naravnega jezika,
vecinoma nadomestile rekurentne
modele.
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porazdelitev podatkov tako, da lahko iz nje vzoréimo nove primere.
Primeri vklju¢ujejo modele, ki generirajo realisti¢ne slike, besedila ali
zvok. V to skupino sodijo arhitekture, kot so avtokodirniki (autoenco-

ders), ki se ucijo stisnjenih predstavitev s pomo¢jo rekonstrukcije vho-

dov, generativne nasprotniske mreZe (generative adversarial networks,

GAN) ter jezikovni modeli, temeljeci na transformerskih arhitekturah.

Ceprav vsi ti modeli gradijo na istih principih, ki smo jih obravnavali
v tem poglavju — kompozicijah odvedljivih funkcij, u¢enih z gradi-
entno optimizacijo - so njihovi cilji in uporabe precej irsi ter danes
predstavljajo samo jedro sodobne umetne inteligence.

RazloZljivost nevronskih mrez

Ocitno vprasanje je, ali lahko nevronske mreZe interpretiramo po-
dobno kot preprostejse modele. Pri linearnih modelih lahko razlaga
modelov izhaja neposredno iz modela samega: koeficienti linearne
regresije opisujejo vpliv posamezne vhodne spremenljivke na izhod.
Parametri nevronske mreZe pa so porazdeljeni skozi ve¢ plasti in
med seboj delujejo na izrazito nelinearen nac¢in. Posamezne uteZi ali
enote zato praviloma nimajo preproste, samostojne interpretacije.
Model moramo razumeti predvsem kot sistem, ki se uci zaporedja
transformacij, s katerimi vhodne podatke preslika v predstavitev,
uporabno za kon¢no nalogo.

Vsaj delni vpogled v delovanje nevronskih mrez pa lahko dobimo
z analizo njihovih napovedi, opazovanjem, kako se izhodi spremi-
njajo glede na vhode, ali z vizualizacijo vmesnih predstavitev, kot
smo to naredili Ze v preprostem primeru v tem poglavju. Taksni pri-
stopi omogocajo bolj globalno razumevanje tega, ¢esa se je model
naudil, ¢etudi preprosta interpretacija na ravni posameznih parame-
trov ni na voljo.

V nadaljevanju se zato lotimo dveh pristopov. Prvi bo neposre-
den: z ra¢unskim grafom lahko enostavno ugotovimo, kako vhodne
spremenljivke vplivajo na vrednosti izhodnih. Gradiente, izracu-
nane iz ratunskega grafa, smo do sedaj uporabljali pri osveZevanju
vrednosti parametrov, a prav tako jih lahko izratunamo za vhodne
spremenljivke in s tem dobimo informacijo, kako spremembe vho-
dnih spremenljivk vplivajo na izhod mreZe. Drugi pristop bo na-
mesto gradientov raje spreminjal vhode, jih “zamajal”, in pogledal,
kako se spremeni izhod. Oba pristopa bomo uporabili za razlago
vpliva atributov pri izbranem primeru, nekako tako, kot bi uporabili
nomogram, le da ga, prvotno, zgradimo za en sam primer. Pregled
¢ez celoten spekter primerov lahko seveda dobimo tako, da tovrstno
razlago uporabimo za vse primere v (na primer) testni mnozici, in
tovrstne “razlage” grafi¢no prikaZzemo v vizualizaciji, ki bo za take

RazloZljivost je danes zelo aktivno
raziskovalno podrodje. Metode, kot so
pripisovanje pomembnosti znacilkam
(feature attribution), zemljevidi obcutlji-
vosti (saliency maps) in analiza meha-
nizmov pozornosti (attention analysis),
poskusajo nevronske mreZe narediti
bolj razumljive, zlasti v aplikacijah z
visokimi tveganji.
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kompleksnejse modele nadomestila nomogram.

Poskust saAMm: KA] POVE GRADIENT VHODA?

Za posamezne primere izra¢unaj gradient napovedi glede na vhodne zna-
¢ilke, ga uporabi kot lokalno mero pomembnosti znaéilk ter primerjaj raz-
lage za primere iz razli¢nih delov vhodnega prostora in posebej za primere

blizu odlocitvene meje.

Shapleyjeve razlage s sestevanjem prispevkov

Pri¢nimo z drugo omenjeno tehniko, kjer (za zdaj) predpostavimo,
da lahko uporabimo modele tako, da iz njih izklju¢imo izbran nabor
spremenljivk in naro¢imo modelu, da uposteva samo vse ostale spre-
menljivke. Za¢nimo s primerom. Recimo, da opazujemo ceno eno-
sobnih stanovanj v nekem malem mestecu, kjer uporabimo model, ki
pravi, da je cena odvisna od oddaljenosti stanovanja od centra, staro-
sti stanovanja in lege (oson¢enost). Model smo zgradili iz podatkov,
zdaj pa za novo son¢no stanovanje blizu centra, za katerega je model
napovedal ceno 250,000 EUR, zanima, katera vhodna spremenljivka je
k tej napovedi najbolj prispevala.

Da bi pravi¢no ocenili prispevek vrednosti vsakega vhodnega atri-
buta, moramo njegov prispevek opazovati v kontekstu vseh ostalih
spremenljivk, to je v kontekstu koalicij. Na primer, ko nekaj o stano-
vanju Ze vemo, recimo poznamo njegovo starost, nas zanima, koliko
pri oblikovanju cene stanovanja prispeva vedenje o oddaljenosti sta-
novanja od centra? Ali pa, ¢e o stanovanju ne vemo $e nicesar (na-
poved modela bi takrat morala biti enaka povprecni ceni stanovanj v
nasi bazi podatkov), kako se napovedana cena spremeni, ¢e zvemo za
njegovo starost? In, na primer, ¢e Ze vemo, da imamo opravka z no-
vim stanovanjem v centru mesta, kaksna je sprememba napovedane
cene, ¢e zvemo, da je lega stanovanja son¢na?

Za poenostavitev notacije nase atributne vrednosti poimenujmo:

* A:oddaljenost (blizu centra)
* B: starost (novo stanovanje)
* C:lega (son¢na lega)

Model sedaj povprasajmo po napovedi vrednosti stanovanja pri vseh
moznih kombinacijah atributov. Vrednosti teh, in spremembe pri do-
dajanju ene od atributnih vrednosti na vhod modela, lahko predsta-
vimo z grafom s slike [29} ki ga lahko imenujemo mreZa podmnoZic
(angl. subset lattice) ali pa kar mreZa koalicij atributov (angl. Sha-

pley coalition lattice). V tem grafu vsako vozlis¢e predstavlja mozno Lloyd Shapley je leta 1953 predstavil
Shapleyjeve vrednosti v ¢lanku A
Value for n-Person Games, objavljenem v
zborniku Contributions to the Theory of
Games II.

kombinacijo, oziroma koalicijo atributov na vhodu modela, prehodi
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v grafu pa spremembe koalicij, ko zvemo za eno dodatno vrednost
atributa.

Ce ne vemo nitesar o stanovanju (), je napovedana vrednost
100,000 € (recimo, malo je nizka, a za primer bo zados¢alo). Ce
zvemo, da je stanovanje blizu centra mesta (A), se vrednost po-
veca na 150,000 €, razlika, ki nam jo prinese vedenje o tem atributu,
pa je +50,000 €. Ce po drugi strani vemo, da gre za novo stanova-
nje v centru mesta (AB), za katerega nam model napove, da stane
180,000 €, nam dodatno vedenje o njegovi son¢ni legi (C) prispeva k
ceni 70,000 €.

Shapleyjeve vrednosti razdelijo razliko med napovedjo, ko po-
znamo vrednosti vseh atributov, in napovedjo, ko vrednosti teh atri-
butov ne poznamo. Zanima nas sedaj, od kod razlika pri novem
son¢nem stanovanju v centru oziroma kateri od atributov prispeva
najvec k tej razliki. Ta je po Shapleyju enaka povpre¢ni dodani vre-
dnosti cene stanovanja v kateri koli situaciji, torej pri vseh moznih
koalicijah ostalih atributnih vrednosti.

Da bi jih opazovali, poglejmo, na koliko moznih na¢inov se skozi
mreZo koalicij sprehodimo od popolne nevednosti (ne poznamo
vrednosti nobenega atributa) do situacije, ko poznamo vrednosti vseh
(ABC). Vseh moznih taksnih poti je Sest, kar je enako tudi Stevilu
permutacij A, Bin C (3! =3 x 2 = 6):

1. A-B-C
2. A-C-B
3. B-A-C
4. B-C-A
5. C-A-B
6. C-B-A

Pri vsaki permutaciji lahko zdaj izratunamo robni (marginalni)
doprinos posameznega atributa, torej kolikSen je skok v ceni, ko to
znacilnost dodamo Ze obstojeci “koaliciji” prejsnjih.

Permutacija1: A — B — C
e & — A (blizu): 100,000 — 150,000 — +50,000
e A — B (novo): 150,000 — 180,000 — +30,000

e A,B — C (sonce): 180,000 — 250,000 — +70,000

Slika 29: MreZa koalicij za mo-
del napovedovanja vrednosti
nepremicnine (A: stanovanje je
blizu centra, B: je novo, C: na
son¢ni legi.)
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Permutacija 2: A — C — B
e g — A (blizu): 100,000 = 150,000 — +50,000
¢ A — C (sonce): 150,000 — 190,000 — +40,000

e A,C — B (novo): 190,000 — 250,000 — +60,000

Permutacija 3: B— A — C
* & — B (novo): 100,000 — 140,000 — +40,000
e B — A (blizu): 140,000 — 180,000 — +40,000

e A,B — C (sonce): 180,000 — 250,000 — +70,000

Permutacija 4: B — C — A
® J — B (novo): 100,000 — 140,000 — +40,000
e B — C (sonce): 140,000 — 200,000 — +60,000

e B,C — A (blizu): 200,000 — 250,000 — +50,000

Permutacija5: C -+ A — B
e & — C (sonce): 100,000 — 160,000 — +60,000
e C — A (blizu): 160,000 — 190,000 — +30,000

e A,C — B (novo): 190,000 — 250,000 — +60,000

Permutacija 6: C — B — A

e & — C (sonce): 100,000 — 160,000 — +60,000
e C — B (novo): 160,000 — 200,000 — +40,000

e B,C — A (blizu): 200,000 — 250,000 — +50,000

Za vsako znacilnost izra¢unajmo povprecni doprinos: Najvec

Znacilnost Prispevki po permutacijah Povprecni prispevek

A 50, 50, 40, 50, 30, 50 — 270 45,000 €
B 30, 60, 40, 40, 60, 40 — 270 45,000 €
C 70, 40, 70, 60, 60, 60 — 360 60,000 €

je torej prispevala son¢na lega (C), enako pa oddaljenost od cen-

tra in starost. Prispevki se tudi (priro¢no) sestejejo v napovedano
vrednost, kjer je ta 100,000 €, ko o stanovanju ne vemo nicesar, in
100,000 +- 45,000 4+ 45,000 + 60,000 = 250,000 €, ko so nam znane vse
tri vrednosti vhodnih atributov.
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Za vajo Se en primer, kjer tokrat upos$tevamo, da je stanovanje
dale¢ od centra, na vasi (A), staro (B) in s son¢no lego (C). MreZo
koalicij kaZe slika 30, Ker nam je postopek zdaj znan, lahko tokrat
na hitro upoStevamo vse moZne poti skozi graf in ugotovimo, da so
spremembe takrat, ko zvemo za A (na vasi), enake -20, -20, -40, +10, -
10, +10, oziroma je povprecna sprememba enaka -11,667 €. Za starost
dobimo -31,667 €, za osonceno lego pa -33,333. Od tod razlika -10,000
€ v primerjavi z napovedjo modela, ko ne vemo nicesar. Stanovanje je
torej cenejse kot povprecno stanovanje, najbolj pa mu ceno zmanjsuje
starost.

Shapleyjeve razlage za modele strojnega ucenja

Kako zgornjo idejo Shapleyjevih razlag uporabimo v strojnem uce-

nju? Problem je, da vsi modeli, ki smo jih gradili do sedaj, potrebu-
jejo vrednosti vseh vhodnih spremenljivk za njihovo delovanje. Pri

Shapleyjevih vrednostih pa moramo model veckrat vprasati po na- Slika 30: MreZa koalicij za mo-
povedi tudi takrat, ko poznamo le podmnozico atributov. V praksi del napovedovanja vrednosti
spremenljivke “odstranimo” tako, da jih nadomestimo z njihovimi starega (B), a lepo son¢nega (C)
pri¢akovanimi vrednostmi oziroma opazujemo napoved modela pri stanovanja na vasi (A).

razli¢nih vrednostih, katerih porazdelitev dobimo iz u¢ne mnoZice.
Postopek je sicer ra¢unsko zahteven, saj moramo za dano koalicijo
model uporabiti mnogokrat, da lahko ocenimo povprecno vrednost
modela pri dani koaliciji in razli¢nih “manjkajo¢ih” vrednostih atri-
butov. Dodaten problem predstavlja tudi eksponentna rast Stevila
koalicij s Stevilom atributov. V praksi zato uporabljamo razli¢ne pri-
blizke in optimizacije, kot so vzoréenje permutacij, aproksimacije z
lokalnimi modeli ali pa posebni algoritmi za posamezne vrste mode-
lov (na primer drevesa odlocanja), kjer lahko Shapleyjeve vrednosti
izra¢unamo bistveno hitreje.

Oglejmo si primer uporabe te tehnike pri napovedovanju deleza
telesne mas¢obe moskih. Podatke bomo prebrali, jih preoblikovali Podatki so na voljo|.
za uporabo s knjiznico PyTorch, si zapomnili imena atributov in
razdelili na u¢no in testno mnozico:

import pandas as pd

d = pd.read_excel("body-fat-brozek.xlsx")
y = torch.tensor(d.iloc[:, O].values, dtype=torch.float32).view(-1, 1)
X = torch.tensor(d.iloc[:, 1l:].values, dtype=torch.float32)

feature_names = d.columns[1:]

n = int(0.7 * len(X))
perm = torch.randperm(len(X))
tr = perm[:n]


https://file.biolab.si/datasets
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te = perm[n:]

Sledi standardizacija u¢nih podatkov,

m = X[tr].mean(0)
s = X[tr].std(0)
X=(X-m /s

Bralec bo prav gotovo opazil, da smo standardizacijske parametre
pridobili samo na u¢ni mnoZici, uporabili pa smo jih potem na celo-
tni mnozici podatkov, torej ustrezno prilagodili tudi vhodne podatke
testne mnozice. Gradnjo modela implementira spodnja koda:

net = nn.Sequential(
nn.Linear(X.shape[l], 2),
nn.ReLU(),
nn.Linear(2, 1),

opt = torch.optim.Adam(net.parameters(), lr=0.1, weight_decay=1le-3)

for epoch in range(2000):
pred = net(X[tr])
loss = nn.functional.mse_loss(pred, y[tr])
opt.zero_grad()
loss.backward()
opt.step()
if epoch % 200 == 0:
print(f"{epoch:5d} {loss.item():7.4f}")

Uspesnost ucenja lahko ocenimo na testni mnozici:

net.eval()
with torch.no_grad():
p = net(X[te])

rz =1 - (((y[te]l - p) **x 2).sum() / ((y[te]l - y[te].mean()) =** 2).sum())
print("test R2:", r2.item())

Metoda net.eval() model preklopi v nacin evalvacije, kjer se neka-
tere plasti, ¢e te obstajajo (na primer dropout ali batch normalization),
obnasajo drugace kot med ucenjem. Blok with torch.no_grad(): iz-
klopi ra¢unanje gradientov, saj pri napovedovanju na testni mnozici

teh ne potrebujemo. S tem zmanj$amo porabo pomnilnika in pospe-
§imo izvajanje.

Vrednotenje raduna statistiko R? na testni mnozici. Tu se je dobro
prepricati, da je dobljena vrednost smiselna, saj je nasa u¢na mnozica
majhna in bi se nekoliko bolj kompleksni modeli lahko hitro preve¢
prilagodili u¢nim podatkom (overfitting). Primerno bi bilo rezultate
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primerjati tudi z navadno linearno regresijo, to pa lahko storimo
(tudi) z uporabo zelo enostavnega nevronskega modela, kot je na
primer:

net = nn.Sequential(
nn.Linear(X.shape[1], 1),

Ostane nam $e izra¢un SHAPovih vrednosti. Te bomo izratunali
za vse primere v testni mnoZici in pri tem uporabili knjiZnico shap
ter funkcijo DeepExplainer, ki uporabi primere u¢ne mnozice za
oceno porazdelitev vrednosti atributov, s katerimi oceni pri¢akovano
obnasanje modela pri “manjkajo¢ih” atributih.

import shap

background = X[tr]

X_test = X[te]

explainer = shap.DeepExplainer(net, background)
shap_values = explainer.shap_values(X_test)

plt.figure()
shap.summary_plot(
shap_values.squeeze(),
X_test.numpy(),
feature_names=feature_names,
show=False,
)
plt.savefig("shap-summary.pdf", bbox_inches="tight")
plt.close()

Rezultat je podan na grafu na sliki[31} ki (pri¢akovano, in kot smo
v prejsnjih analizah z linearno regresijo Ze pokazali) pokaZze, da je za
napoved deleZa telesne masc¢obe dale¢ najpomembnejsi atribut obseg
trebuha (abdomen). Vecje vrednosti tega atributa praviloma povecajo
napoved modela, manjSe pa jo zmanjs$ajo. Pomembni so tudi telesna
teza, zamas¢enost (adipioznost) in obseg bokov, medtem ko imajo na
primer starost, obseg prsnega kosa in bicepsa bistveno manjsi vpliv
na napoved modela.

Gradientni prispevki

Podobno analizo kot z vrednostmi SHAPa lahko izvedemo z gradi-
entnim pristopom. Tu, kot smo Ze pisali, gradientov ne uporabimo
za posodabljanje parametrov modela, temve¢ jih izratunamo glede
na vhodne spremenljivke. Gradient df (x)/dx; pove, kako ob¢utljiva
je napoved modela na majhno spremembo j-te znacilke pri izbra-

Razred nn.Sequential smo tu sko-
raj nekako zlorabili in ga uporabili
kot nadomestek za linearno regre-
sijo: model vsebuje le eno linearno
plast brez aktivacijskih funkcij, zato je
njegovo delovanje enakovredno nava-
dnemu linearnemu modelu. KnjiZnica
pytorch ima seveda tudi primernejse
klice za gradnjo linearnih modelov,
kot je torch.nn.Linear, lahko pa bi
za klasi¢no linearno regresijo upora-
bili knjiZznico scikit-learn in razred
LinearRegression. Rezultat bi moral
biti enak, a je na bralcu, da to preveri.
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nem primeru. Ce je gradient velik, bi majhna sprememba te znatilke

mocno spremenila napoved; ¢e je blizu ni¢, je napoved v tej tocki na
znacilko skoraj neob¢utljiva.
Sam gradient nam poroca le o lokalni ob¢utljivosti, ne poda pa

nam prispevka dejanske vrednosti znacilke pri danem primeru. Zato

pogosto uporabimo produkt gradienta in vrednosti vhoda, torej

L)

/ 8x]

Zgornje je priblizek k napovedi, kako vrednost atributa prispeva k
odmiku znacilke od referen¢ne vrednosti. Ker smo podatke stan-
dardizirali, je referen¢na vrednost naravno enaka ni¢, zato produkt
gradienta in vhoda smiselno meri prispevek posamezne znacilke k
napovedi za dani primer.

X_test_grad = X[te].clone().detach().requires_grad_(True)
preds = net(X_test_grad)

net.zero_grad()

preds.sum().backward()

grads_all = X_test_grad.grad.detach().numpy()

X_test_np = X_test_grad.detach().numpy()

grad_times_input = grads_all * X_test_np

Za prikaz rezultatov lahko tu uporabimo kar implementacijo iz
knjiznice shap:

Slika 31: Povzetek SHAPovih
vrednosti za nevronski model
napovedovanja deleZa telesne
mascobe. Vsaka to¢ka predsta-
vlja primer iz testne mnozZice,
njen poloZaj na osi x pa pove,
koliko je posamezna znacilnost
prispevala k napovedi modela.
Barva predstavlja vrednost
atributa (modra: nizka vre-
dnost, roza: visoka vrednost).
Znacilnosti so razvrs¢ene po
povpre¢nem absolutnem vplivu
na napoved modela.
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plt.figure()
shap.summary_plot(

grad_times_input,
X_test_np,

feature_names=feature_names,

plot_type="dot",
show=False,

)

plt.savefig("gradient-times-input.pdf", bbox_inches="tight")

plt.close()

Pri naSem izjemno enostavnem modelu so rezultati taksne ana-
lize zelo podobni rezultatom SHAPa (slika [32). To ni presenetljivo.
Uporabljena mreZa je majhna, ima le eno ozko skrito plast, vhodni

podatki so standardizirani, funkcija, ki se je model nauci, pa je zato
razmeroma gladka in blizu linearni. V takih primerih lokalni gradi-

enti pogosto dobro opisejo vpliv posameznih znacilk.
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Slika 32: Analiza modela za
napovedovanje deleZa telesne
mascobe z gradientno izracu-
nanimi prispevki vrednosti
atributov k napovedani vredno-
sti modela.
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Prednost gradientnih prispevkov je predvsem rac¢unska uc¢inkovi-

tost. Za vse primere jih dobimo z enim samim povratnim prehodom

skozi mreZo, zato so posebej priro¢ni pri velikih nevronskih mrezah

in velikih podatkovnih mnozicah. Njihova slabost pa je, da so izrazito
lokalni: povedo, kaj se zgodi pri majhni spremembi vhoda v okolici
opazovanega primera, ne pa nujno, kako bi se napoved spreminjala
pri vegjih spremembah ali pri (rahlo) druga¢nih kombinacijah zna-

¢ilk.

SHAPove vrednosti so po drugi strani obi¢ajno interpretacijsko
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bolj privla¢ne, saj prispevke znacilk opredelijo glede na razliko med
osnovno napovedjo in napovedjo za konkretni primer ter pri tem
upostevajo razli¢ne koalicije znacilk. Zaradi tega so pogosto stabil-
nejSe in blizje intuiciji o “prispevkih” posameznih atributov, vendar
so racunsko veliko zahtevnejse in pri nevronskih mrezah pogosto
temeljijo na priblizkih. V praksi zato izbira metode je odvisna od
namena: za hitro diagnostiko nevronskih modelov so gradientni pri-
stopi zelo uporabni, za poro¢anje in razlago posameznih napovedi
uporabnikom pa se pogosto uporabljajo SHAPove ali sorodne pertur-
bacijske metode.

Od nevronskih mrez do generativne umetne inteligence

Ideje, razvite v tem poglavju, vodijo tudi do mnogo ve¢jih genera-
tivnih modelov, ki danes prevladujejo v sodobni umetni inteligenci.
Ceprav so dana3nji sistemi, temelje¢i na nevronskih mrezah, po arhi-
tekturi in obsegu bistveno kompleksnejsi, so Se vedno zgrajeni iz istih
osnovnih gradnikov: kompozicij odvedljivih transformacij, u¢enih

iz podatkov z gradientno optimizacijo, pri ¢emer gradiente izrac¢u-
namo z avtomatskim odvajanjem. Pri sodobnih generativnih modelih
se spreminjajo predvsem arhitektura, obseg ra¢unanja in cilj ucenja.
Kompleksne globoke mreZe, kot so jezikovni modeli, na primer ge-
nerirajo besedilo z napovedovanjem verjetnih nadaljevanj zaporedja,
medtem ko modeli, temelje¢i na difuziji (diffusion models), generirajo
slike, zvok ali video tako, da se naucijo obracati postopen proces
dodajanja Suma. A kljub temu so vsi ti sistemi Se vedno nevronske
mreZe, ucene po istih osnovnih principih, ki smo jih obravnavali v
tem poglaviju.



Vizualizacija podatkov

V prejénjih poglavjih smo obravnavali predvsem modeliranje po-
datkov in metode, s katerimi iz podatkov gradimo napovedne ali
opisne modele. Pri tem smo se vizualizacije Ze veckrat, morda le
bezno, dotaknili, na primer pri predstavitvi modelov (nomogrami),
rezultatih zmanjsanja dimenzij (PCA in t-SNE) ter razlagah to¢kovnih
grafov. A o vizualizaciji podatkov $e nismo sistemati¢no spregovorili
in Cas je, da to storimo, saj je vizualizacija klju¢na pri predstavitvi
celotnega procesa in rezultatov tehnik odkrivanja znanja iz podatkov.

Vizualizacija podatkov je samostojno podrocje, ki raziskuje, kako
podatke (in modele) predstaviti tako, da jih lahko zaznamo, razu-
memo in interpretiramo. Znanost graficne komunikacije podatkov
(angl. visual data communication) povezuje racunalnistvo, statistiko,
kognitivno psihologijo, oblikovanje in raziskave ¢loveske percepcije.
Njeno osnovno vprasanje je presenetljivo preprosto: kako podatke
prikazati tako, da bomo v njih ¢im hitreje in ¢im bolj pravilno opazili
vzorce, razlike, povezave in odstopanja.

Dobro zasnovana vizualizacija temelji na dejstvu, da je ¢lovekov
vidni sistem izjemno zmogljiv pri zaznavanju struktur, trendov in

anomalij. Pogosto lahko iz grafa skoraj v trenutku razberemo za- as vidni sistem je rezultat evolucijske
lij. P to lahk fa sk t tk b Nas vid tem j ltat evolucijsk
prilagoditve na hitro zaznavanje struk-

. . . . . . X tur, kontrastov, gibanja in anomalij v
tezko opazili. Vizualizacija tako ni le sredstvo za prikaz rezultatov, prostoru. Prav zato lahko grafiéne pred-

ampak pomembno orodje analize podatkov. stavitve podatkov pogosto razumemo
bistveno hitreje kot numeri¢ne tabele.

konitosti, ki bi jih iz tabelari¢nih podatkov ali statisti¢nih povzetkov

V podatkovni znanosti vizualizacijo uporabljamo v razli¢nih fazah
dela. Najprej kot orodje raziskovalne analize podatkov (angl. explo-
ratory analysis in exploratory visualization), kjer podatkovni znanstve-
niki oziroma analitiki z grafi¢nimi prikazi preverjamo porazdelitve,
iS¢emo osamelce, ocenjujemo povezave med atributi in odkrivamo
morebitne napake v podatkih. Vizualizacija je pogosto tudi najhitrejsi
nacin za razhros¢evanje podatkov, saj so napac¢no kodirani atributi,
manjkajoce vrednosti ali nenavadne meritve na dobrem grafu pogo-
sto takoj opazne. Pomembno vlogo ima tudi pri oblikovanju hipotez,
saj nas vizualni vzorci pogosto usmerijo k vprasanjem, ki jih brez
grafi¢ne predstavitve sploh ne bi zastavili. Druga pomembna vloga
vizualizacije je komunikacija rezultatov, kjer je cilj podajanje nasih
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ugotovitev, ki sledijo iz podatkov, drugim, torej ciljnemu obcinstvu.
Pojasnjevalna vizualizacija (explanatory visualization) je namenjena
ob¢instvu ter skusa jasno in uc¢inkovito prenesti sporocilo. Dober
raziskovalni graf je lahko neurejen, poln informacij in namenjen hi-
tremu preverjanju idej; dober pojasnjevalni graf pa mora biti jasen,
osredotocen in prilagojen ciljnemu obé&instvu.

Raziskave na podrocju vizualizacije so pokazale, da razli¢ni gra-
fi¢ni elementi niso enako u&inkoviti. Clovek na primer precej na-
tan¢neje primerja poloZaje tock na osi kot pa povrsine krogov ali
intenziteto barv. Zato izbira nacina prikaza podatkov ni zgolj estet-
sko vpraSanje, ampak neposredno vpliva na pravilnost interpretacije.
Napacno izbrane vizualizacije lahko podatke popacijo, zavedejo opa-
zovalca ali prikrijejo pomembne zakonitosti.

Tu bomo obravnavali osnovna nacela vizualizacije podatkov in
pregledali najpomembnejse tipe grafi¢nih prikazov. Zanimalo nas bo,
kako razli¢ne vrste podatkov ucinkovito predstaviti, katere vizualne
elemente uporabljamo za prikaz vrednosti in odnosov med podatki
ter kako izbrati prikaz, ki ustreza analiti¢ni nalogi. Posebej bomo
poudarili tudi omejitve posameznih tipov grafi¢nih predstavitev,
omenili nekaj pogostih napak pri na¢rtovanju vizualizacij in se na
kratko posvetili interpretaciji kompleksnih vizualnih predstavitev.
Ucinkovite vizualizacije, predstavljene na ra¢unalnikih, podpirajo
interaktivnost, zato bomo omenili tudi podro¢je vizualne analitike
(angl. visual analytics). Poglavje zaklju¢imo prakti¢no, s pregledom
nekaterih programskih pristopov za konstrukcijo vizualizacij.

Tipi podatkov

Pri na¢rtovanju vizualizacij je najprej potrebno razumeti, kaksne po-
datke sploh prikazujemo. Razli¢ni tipi podatkov zahtevajo razli¢ne
tipe grafi¢nih predstavitev, prav tako pa niso vsi vizualni elementi
enako ucinkoviti pri prikazu posameznih vrst podatkov. Prav zaradi
pravilne (ali napac¢ne) uporabe vizualnih dokumentov so lahko ne-
kateri grafi pregledni in informativni, drugi pa zavajajo¢i ali tezko
razumljivi.

V podatkovni znanosti obi¢ajno lo¢imo med kategori¢nimi, nu-
meri¢nimi, ¢asovnimi in prostorskimi podatki. Kategori¢ni podatki
opisujejo pripadnost skupinam ali razredom. Primeri so spol, vrsta
izdelka, drzava ali oznaka razreda. Pri takih podatkih nas pogosto
zanimajo frekvence, deleZi ali primerjave med skupinami. Numeri¢ni
podatki predstavljajo merljive koli¢ine, kot so temperatura, doho-
dek, masa ali starost. Pri njih nas zanimajo porazdelitve, povpredja,
korelacije in trendi. Posebna vrsta numeri¢nih podatkov so ¢asovni
podatki, kjer vrednosti opazujemo skozi ¢as. Taksne podatke pogo-
sto predstavljamo z linijskimi grafi, saj Zelimo poudariti razvoj ali
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spremembo skozi ¢as. Prostorski podatki pa vklju¢ujejo geografsko
ali drugo prostorsko komponento, zato jih pogosto prikazujemo na
zemljevidih ali prostorskih mreZah.

Slika [33| prikazuje tipi¢ne primere vizualizacij za razli¢ne vrste
podatkov. Ze iz teh primerov je razvidno, da izbira grafi¢ne pred-
stavitve ni naklju¢na. Linijski graf je primeren za prikaz ¢asovnih
sprememb, histogram za prikaz porazdelitve numeri¢nih podatkov,
zemljevid pa za prikaz prostorske razporeditve.

Pomembna je tudi dimenzionalnost podatkov. Pri enorazseznih

oziroma univariatnih podatkih (univariate data) analiziramo eno samo

spremenljivko. Zanima nas na primer porazdelitev starosti ali viSine
oseb. Pri dvodimenzionalnih oziroma bivariatnih podatkih proucu-

jemo odnos med dvema spremenljivkama, na primer povezavo med
viSino in telesno maso. VecrazseZni oziroma multivariatni podatki

vsebujejo ve¢ atributov hkrati in zahtevajo bolj kompleksne vizualiza-

cije.

Slika [34] prikazuje vizualizacije prilagojene razli¢nim dimenzio-
nalnostim podatkov. Histogram omogoca vpogled v porazdelitev
ene same spremenljivke, razsevni diagram prikazuje povezavo med
dvema spremenljivkama, paralelne koordinate pa omogocajo prikaz
ve¢ atributov hkrati. Z naras¢anjem Stevila dimenzij postaja interpre-
tacija vizualizacij vse zahtevnejSa, zato je pomembno izbrati prikaz,
ki omogo¢a preglednost tudi pri ve¢ji kompleksnosti podatkov.

VIZUALIZACIJA PODATKOV 149

Slika 33: Primeri razli¢nih ti-
pov podatkov: kategori¢ni
podatki (stolp¢ni graf), nu-
meri¢ni podatki (histogram),
¢asovni podatki (linijski graf) in
prostorski podatki (zemljevid).

Prikaz s paralelnimi koordinatami

hitro postane nepregleden pri ve¢jem
Stevilu primerov ali atributov, saj se ¢rte
prekrivajo in oteZijo zaznavanje vzorcev
ter povezav med spremenljivkami, sama
vizualizacija in nje interpretacija pa
postane moc¢no odvisna od vrstnega
reda atributov.
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Vizualni elementi

Vizualizacije temeljijo na preslikavi podatkov v vizualne elemente
oziroma vizualne kanale. Ti dolo¢ajo, kako bodo podatki predsta-
vljeni opazovalcu. Najpomembnejsi vizualni elementi so poloZaj,
dolZina, kot, povrsina, barva, oblika in velikost.

PoloZaj je najpomembnejsi in hkrati najnatan¢nejsi vizualni ele-
ment. Clovek zelo dobro zaznava razlike v poloZaju to¢k na skupni
osi, zato so razsevni diagrami, linijski grafi in stolp¢ni grafi pogo-
sto zelo ucinkoviti. DolZina je prav tako zelo dobro zaznavna in jo
uporabljamo predvsem pri stolpénih grafih. Precej manj natan¢no
zaznavamo kote in povrsine, zato so tortni diagrami pogosto slabsa
izbira od stolp¢nih grafov. Barva je izredno uporabna za lo¢evanje
skupin, oznalevanje intenzitete ali poudarjanje pomembnih delov
podatkov, vendar ¢lovek razlik v intenziteti barv ne zaznava posebej
natan¢no. Oblika in velikost sta predvsem pomoZna vizualna ele-
menta za razlikovanje kategorij ali poudarjanje posameznih primerov.

Na sliki [35|so prikazani nekateri pogosti vizualni elementi. Po-
membno je razumeti, da razli¢ni elementi niso enako uéinkoviti.
Polozaj in dolzina omogocata zelo natan¢ne primerjave med vre-
dnostmi, medtem ko primerjava povrsin ali kotov pogosto vodi do
napac¢nih ocen (tabela[11). Prav zato so nekateri tipi grafov bolj pri-
merni za analiti¢no delo kot drugi.

Pri nac¢rtovanju vizualizacij moramo zato razumeti tako podatke

Slika 34: Grafi¢ni prikazi za
razli¢ne dimenzionalnosti vizu-
aliziranih podatkov: histogram
za univariatne podatke, raz-
sevni diagram za bivariatne
podatke, mehur¢ni diagram za
trivariatne podatke in paralelne
koordinate za multivariatne
podatke.
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kot tudi na¢in, kako ljudje zaznavamo vizualne elemente. Preden
izberemo grafi¢ni prikaz, moramo vedeti, kaksne podatke imamo,
kaksne odnose Zelimo prikazati in kako ¢lovek zaznava posamezne
vizualne elemente. Sele nato lahko izberemo vizualizacijo, ki bo
podatke predstavila jasno, u¢inkovito in brez zavajanja.

Osnovni tipi grafov

Izbira vizualizacije je seveda odvisna od vprasanja, na katerega Ze-
limo odgovoriti s podatki. Razli¢ni grafi poudarjajo razli¢ne lastnosti
podatkov: porazdelitve, trende, povezave, negotovost ali strukturo.
Univerzalno najboljsi graf ne obstaja, obstajajo pa dobre in slabe vizu-
alizacije. Vsak tip grafa je primeren za dolocen analiti¢ni cilj in lahko
zavaja, ¢e ga uporabimo v neprimernem kontekstu, po drugi strani
pa ga lahko uporabimo tako, da primerno izpostavi idejo ali vzorec,
zaradi katerega smo se odlo¢ili podatke grafi¢no prikazati.

V nadaljevanju predstavimo nekaj osnovnih tipov grafov. Pri vsa-
kem tipu grafa bomo obravnavali:

* na kaksno vprasanje odgovarja,

¢ kaksne so njegove prednosti in omejitve,
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Slika 35: Najpogostejsi vizualni
elementi za predstavitev podat-
kov: polozaj, dolzina, kot, po-
vrsina, barva, oblika in velikost.
Vizualni elementi se razlikujejo
po natan¢nosti, s katero ¢lovek
zaznava kvantitativne razlike.
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Vizualni ele-
ment

Tipi¢na uporaba

Primeri

Zaznavna
natanc¢nost

Polozaj Primerjava vrednosti Razsevni diagrami Zelo visoka
Dolzina Primerjava koli¢in Stolpé¢ni grafi Visoka
Kot Prikaz delezev Tortni diagrami Srednja
Velikost Poudarjanje pomemb- Mehuréni diagrami Srednja
nosti
Orientacija Smer ali usmerjenost Vektorska polja Srednja
Oblika Razlikovanje kategorij Oznacevalci tock Omejena
Tekstura Razlikovanje podrocij Kartografija Omejena
Ukrivljenost Prikaz trendov ali to- Diagrami povezav Omejena
kov
Barva Skupine ali intenziteta Toplotni zemljevidi Nizka
Svetlost Intenziteta ali gostota Sivinske skale Nizka
Povrsina Velikost koli¢ine Mehuréni diagrami Nizka
Volumen 3D prikazi koli¢in 3D stolpci Zelo nizka

* Kkatere so tipi¢ne pogoste napake pri njegovi uporabi ali interpreta-

ciji.

Histogram. Histogram (slika [36) prikazuje porazdelitev numeri¢ne
spremenljivke tako, da razdeli obmocje vrednosti v intervale (koSe) in

prikaZe Stevilo primerov v posameznem intervalu.

Histogrami odgovarjajo na vprasanja:

¢ Ali je porazdelitev simetri¢na ali asimetri¢na?

¢ Ali vsebuje ve¢ vrhov?

¢ Ali so prisotni osamelci?

* Ali je porazdelitev priblizno normalna?

Histogrami omogocajo hiter vpogled v obliko porazdelitve podat-
kov. Primerni so za raziskovalno analizo in hitro razumevanje oblike
podatkov. Pri histogramih rezultat mo¢no vpliva izbira $irine interva-
lov. PreSiroki intervali skrijejo strukturo, preozki pa poudarijo Sum v
podatkih.

Pogosta napaka je primerjanje histogramov z razli¢no velikimi in-
tervali ali razli¢nimi velikostmi vzorca brez ustrezne normalizacije.
Histogrami tudi niso primerni za podatke z majhnim Stevilom pri-
merov, na primer, kadar imamo le nekaj deset opazovanj, saj lahko
oblika porazdelitve tedaj mo¢no zavisi od izbire intervalov in nakljuc-
nih odstopanj v podatkih.

Skatla z brki. Skatla z brki (angl. box-and-whisker plot, slika [37) pov-
zema porazdelitev numeri¢ne spremenljivke s kvartili in osamelci.
Osamelci so podatkovne tocke, ki leZijo ve¢ kot 1,5 medkvartilnega
razmika nad tretjim kvartilom ali pod prvim kvartilom.

Odgovarja na vpraSanja:

Tabela 11: Vizualni elementi
za predstavitev podatkov in
njihove lastnosti.
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Slika 36: Histogram porazde-
litve rezultatov izpita. Graf
razkrije asimetrijo in morebitno
velvrsnost porazdelitve.
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Slika 37: Skatlasti diagram z
brki prikazuje porazdelitev od-
zivnih ¢asov treh algoritmov.
Crna ¢rta v 8katli oznatuje me-
diano, robova skatle predsta-
vljata prvi in tretji kvartil, brki
segajo do najbolj oddaljenih
vrednosti brez osamelcev, krogi
pa oznacujejo osamelce.



¢ Kaksna je mediana podatkov?

¢ Kako velika je variabilnost?

* Ali so prisotni osamelci?

¢ Kako se porazdelitve razlikujejo med skupinami?

Skatlasti diagrami omogo¢ajo kompaktno primerjavo ve¢ skupin
hkrati. Pri tem pa izgubimo podrobnejsi vpogled v obliko poraz-
delitve. Dve zelo razli¢ni porazdelitvi lahko ustvarita skoraj enako
vizualizacijo. Pogosta napaka je interpretacija osamelcev kot napak
merjenja. Osamelci lahko predstavljajo pomembne redke dogodke.
Skatle z brki niso primerne za zelo majhne vzorce.

Violinski diagram. Violinski diagram (angl. violin plot, slika [38) raz-
siri Skatlasti diagram z brki z oceno gostote porazdelitve podatkov.
Sirina violine predstavlja gostoto podatkov pri posamezni vrednosti:
$irsi deli oznacujejo obmocja z ve¢ opazovanji. V prikazu so posame-
zna opazovanja prikazana s totkami, ¢rna ¢rta pa oznacuje mediano.

Odgovarja na enaka vprasanja kot skatla z brki, dodatno pa raz-
krije:

* velvr$nost porazdelitve,

* asimetrijo,

¢ podrobnejSo strukturo podatkov,

¢ obmodja z vecjo koncentracijo opazovan;.

Violinski diagrami prikaZejo tudi gostoto in strukturo porazde-
litve. Prikaz je obcutljiv na izbiro metode glajenja pri oceni gostote.
Navidezni vrhovi ali doline so lahko posledica izbire parametrov gla-
jenja in ne dejanske strukture podatkov. Pogosta napaka je uporaba
violinskih diagramov pri zelo majhnih vzorcih, kjer ocena gostote ni
zanesljiva.

Razsevni diagram. Razsevni diagram (angl. scatter plot, slika
prikazuje odnos med dvema numeri¢nima spremenljivkama. Vsaka
tocka predstavlja eno opazovanje, njen poloZaj pa dolocata vredno-
sti obeh spremenljivk. Diagram omogoca vizualno prepoznavanje
povezav, trendov, gru¢ in osamelcev.

Odgovarja na vprasanja:

e Ali sta spremenljivki povezani?
* Ali je povezava linearna ali nelinearna?

* Ali obstajajo gruce ali podskupine?
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Slika 38: Violinski diagram pri-
kazuje porazdelitve ¢akalnih
¢asov v razli¢nih trgovinah. Si-
rina violine predstavlja gostoto
podatkov, tocke posamezna
opazovanja, ¢rna ¢rta pa medi-
ano.
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Slika 39: Razsevni diagram pri-
kazuje povezavo med ¢asom
ucenja in rezultatom izpita.
Vsaka tocka predstavlja po-
sameznega Studenta, ¢rta pa
linearni trend med obema spre-
menljivkama. Opazen je tudi
osamelec, ki odstopa od splo-
Snega vzorca podatkov.
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* Ali so prisotni osamelci?
¢ Kako mocna je povezanost med spremenljivkama?

Razsevni diagram neposredno pokaZe odnos med spremenljiv-
kama. Pogosto sodijo med najpomembnejs$a orodja raziskovalne
analize podatkov, saj omogocajo hitro prepoznavanje trendov, vzor-
cev in nepravilnosti. Njihova glavna omejitev je prekrivanje tock pri
velikih podatkovnih mnoZicah, kjer gosta obmocja postanejo tezko
berljiva. Takrat si pogosto pomagamo s prosojnostjo tock, vzoréenjem
ali alternativnimi prikazi gostote.

Pogosta napaka pri interpretaciji razsevnih diagramov je sklepanje

Promocijska kampanja

o vzro¢nosti na podlagi korelacije. Diagram prikazuje povezanost
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med spremenljivkama, ne pa nujno vzro¢nega odnosa.
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Obisk spletne strani

Crtni diagram. Crtni diagram (angl. line chart, slika @ prikazuje
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spremembe vrednosti vzdolz urejene osi, najpogosteje skozi ¢as.
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Posamezne meritve so predstavljene s tockami, ki so povezane s ¢rto, ! ! ! !
01. 03. 08. 03. 15.03. 22.03. 29.03.
kar omogo¢a vizualno spremljanje trendov, nihanj in sprememb skozi
cas. Slika 4o0: Crtni diagram prika-
Odgovarja na vprasanja: zuje obisk spletne strani skozi
¢ Kako se koli¢ina spreminja skozi ¢as? ¢as. Crta povezuje zaporedne
meritve in omogoca prepo-

* Ali obstajajo trendi ali sezonski vzorci? znavanje trendov ter nenadnih

* Ali so prisotne nenadne spremembe? sprememb. Oznagena sta'tud1
dva posebna dogodka oziroma

¢ Kako hitro ali pogosto se vrednosti spreminjajo? vpliv akcij.

Crtni diagrami so posebej primerni za prikaz ¢asovnih trendov in
sprememb. Posebej primerni so za prikaz ¢asovnih vrst, kjer Zelimo
poudariti razvoj podatkov skozi ¢as.

Njihova slabost je implicitna predpostavka zveznosti med zapo-
rednimi tockami, ki ni vedno smiselna. Pri velikem $tevilu serij ali
zelo gostih meritvah lahko graf hitro postane nepregleden. Pogosta
napaka pri uporabi tega grafa je povezovanje kategori¢nih podatkov
s Crto, kar ustvarja vtis neobstojece zveznosti. TeZava je tudi prikaz
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preve¢ podatkovnih serij hkrati, saj to oteZi primerjavo in interpreta- B s
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Stolpéni diagram. Stolp¢ni diagram (angl. bar chart, slika [41) pri- S o 220
merja koli¢ine med kategorijami. DolZina oziroma viSina stolpcev

predstavlja vrednost posamezne kategorije, kar omogoca hitro vizu- '

alno primerjavo med skupinami. Kava  Pecvo Sokod  Cal  Sencvdi Sade
Odgovarja na vprasanja:
Slika 41: Stolpéni diagram pri-
e Katera kategorija ima najve¢jo ali najmanj$o vrednost? merja prodajo med kategori-
jami izdelkov. Visina stolpcev
predstavlja prodajo posamezne

kategorije.



e Kako velike so razlike med skupinami?
¢ Kaksen je vrstni red kategorij?
o Katere kategorije izstopajo?

Stolpéne diagrame obi¢ajno hitro in intuitivno razumemo. Posebej
primerni so za predstavitev agregiranih podatkov in primerjanje
kategorij SirSemu obcinstvu.

Njihova omejitev je, da prikazujejo predvsem povzetke podatkov
in skrijejo variabilnost znotraj skupin. Pri ve¢jem Stevilu kategorij
lahko diagram hitro postane nepregleden. Pogosta napaka je rezanje
navpi¢ne osi, saj uporabniki primerjajo dolZine stolpcev. Ze majhna
sprememba zacetka osi lahko mo¢no pretirava ali zmanj$a zaznane
razlike med kategorijami.

Toplotna karta. Toplotna karta (angl. heatmap, slika|42) prikazuje
vrednosti matrike s pomo¢jo barvne lestvice. Posamezne celice pred-
stavljajo vrednosti med pari spremenljivk, pri ¢emer barva oznacuje
velikost ali intenzivnost vrednosti. Toplotne karte omogocajo hitro
prepoznavanje vzorcev, povezanosti, gru¢ in obmoc¢ij z izrazitimi
vrednostmi.

Odgovarja na vprasanja:

¢ Katere spremenljivke so mo¢no povezane?

¢ Ali obstajajo vzorci ali gruce?

* Kje so skoncentrirane visoke ali nizke vrednosti?
¢ Katere spremenljivke imajo podobno vedenje?

Toplotne karte omogocajo hkraten pregled velikega Stevila vredno-
sti in povezav med njimi. Posebej uporabne so pri analizi korelacij-
skih matrik, ¢asovnih vzorcev in drugih strukturiranih podatkov.

Njihova slabost je odvisnost od izbire barvne lestvice in razvrstitve
podatkov. Slabo izbrane barve lahko popacijo interpretacijo razlik
med vrednostmi ali poudarijo navidezne vzorce. Pri podatkih z na-
ravno sredinsko vrednostjo, kot so korelacije, je smiselna uporaba
divergentnih barvnih lestvic z nevtralno sredinsko barvo, na primer
modro-belo-rdece lestvice.

Pogosta napaka je uporaba mavri¢nih barvnih lestvic, ki ustvarijo
umetne kontraste in oteZijo interpretacijo. Priporocljive so perceptu-
alno enakomerne barvne lestvice, kjer spremembe v barvi ustrezajo
spremembam v podatkih. Za sekven¢ne podatke so pogosto pri-
merne lestvice, kot je viridis, za korelacijske matrike pa divergentne
lestvice, kot sta coolwarm ali RdBu. Pomembna je tudi zmerna nasice-
nost barv in dobra ¢itljivost pri sivinskem prikazu.
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Korelacijska matrika Studijskih dejavnikov
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Slika 42: Toplotna karta prika-
zuje korelacijsko matriko med
Stevilom ur ucenja, prisotno-
stjo na vajah, stevilom oddanih
nalog, kakovostjo spanja in re-
zultatom izpita. Vsaka celica
predstavlja korelacijo med pa-
rom spremenljivk: temno mo-
dra oznacuje moc¢no pozitivno
korelacijo, temno rdec¢a mo¢no
negativno korelacijo, svetlejsi
odtenki pa SibkejSo povezanost.
Diagonala vsebuje popolne ko-
relacije spremenljivk s samimi
seboj.
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Matrika razsevnih diagramov. Matrika razsevnih diagramov (angl.

scatterplot matrix ali pair plot, slika |43) prikazuje vse parne odnose

med ve¢ numeri¢nimi spremenljivkami hkrati. Vsaka celica matrike

vsebuje razsevni diagram za izbrani par spremenljivk, diagonala pa

pogosto prikazuje porazdelitve posameznih spremenljivk.
Odgovarja na vprasanja:

¢ Katere spremenljivke so povezane?

* Ali obstajajo gruce ali lo¢eni razredi?

¢ Katere spremenljivke so redundantne?

* Ali so povezave linearne ali nelinearne?

e Ali so prisotni osamelci ali nenavadni vzorci?

Matrike razsevnih diagramov omogocajo hiter pregled odnosov
med vec spremenljivkami. Omogocajo istoasno prepoznavanje kore-
lacij, gru¢, osamelcev in morebitnih nelinearnih povezav.

Njihova glavna slabost je slaba skalabilnost. Stevilo grafov raste
kvadratno s Stevilom spremenljivk, zato matrike hitro postanejo
nepregledne. Pri velikem $tevilu primerov se pojavi tudi prekrivanje
tock, kar oteZzi interpretacijo.

Pogosta napaka je uporaba matrik razsevnih diagramov pri zelo
velikem Stevilu spremenljivk ali opazovanj, kjer vizualizacija izgubi
preglednost in informativnost.

Vizualizacija pri raziskovalni analizi podatkov

Vizualizacija ima pomembno vlogo pri raziskovalni analizi podatkov
(angl. exploratory data analysis, EDA). Preden zgradimo modele ali
izvedemo zahtevnejSe analize, moramo podatke najprej razumeti.
Vizualizacija nam omogoca hiter vpogled v strukturo podatkov,
kakovost meritev, povezave med atributi in morebitne nenavadne
vzorce. Pogosto lahko Ze preprost graf razkrije zakonitosti, ki jih iz
tabelari¢nih podatkov ali numeri¢nih povzetkov tezko opazimo. Pri
tem nas na primer zanimajo naslednja vprasanja:

¢ Kaksna je porazdelitev atributov? Za pregled porazdelitev nu-
meri¢nih atributov uporabljamo predvsem histograme, gostotne
diagrame in violinske diagrame. Tak$ni prikazi nam omogocajo
oceno razprsenosti podatkov, ve¢vrsnosti porazdelitve ter priso-
tnosti dolgih repov. Pri kategori¢nih podatkih pogosto uporabimo
stolpéne diagrame.

¢ Ali so podatki simetri¢ni ali asimetri¢ni? Asimetrijo porazdeli-
tve lahko hitro opazimo na histogramih ali gostotnih diagramih.

Slika 43: Matrika razsevnih
diagramov prikazuje parne od-
nose med $tevilom ur ucenja,
prisotnostjo na vajah, kako-
vostjo spanja in rezultatom
izpita. Vsaka celica vsebuje
razsevni diagram za dolocen
par spremenljivk, diagonala
pa prikazuje porazdelitve po-
sameznih spremenljivk. Vidna
je pozitivna povezava med ca-
som ucenja in rezultatom izpita
ter SibkejSa povezanost drugih
dejavnikov.




Mo¢no desno asimetri¢ne porazdelitve so pogoste pri finanénih
podatkih, stevilu ogledov spletnih vsebin ali velikosti datotek.

¢ Ali so prisotni osamelci oziroma anomalije? Osamelce pogosto
odkrivamo s $katlami z brki, razsevnimi diagrami ali ¢asovnimi
prikazi. Nenavadne tocke lahko predstavljajo napake meritev ali
pomembne redke dogodke, kot so goljufive transakcije ali okvare
sistemov.

¢ Ali v podatkih manjkajo vrednosti? Manjkajoce vrednosti lahko
prikazemo s posebnimi matrikami prisotnosti podatkov ali s toplo-
tnimi kartami. Taksni prikazi pogosto razkrijejo sistemske tezave
pri zajemu podatkov ali manjkajoce meritve v dolo¢enih ¢asovnih
obdobjih.

¢ Katere spremenljivke so med seboj povezane? Povezave med
numeri¢nimi atributi najpogosteje raziskujemo z razsevnimi di-
agrami, matrikami razsevnih diagramov in korelacijskimi toplo-
tnimi kartami. Taksni prikazi lahko razkrijejo linearne ali neline-
arne povezave ter redundantne atribute.

¢ Ali obstajajo gruce ali podskupine primerov? Gruce podobnih
primerov lahko pogosto opazimo na razsevnih diagramih ali pro-
jekcijah ve¢dimenzionalnih podatkov v ravnino. Taksni prikazi so
pomembni pri segmentaciji uporabnikov, analizi dokumentov in
bioinformatiki.

¢ Ali podatki vsebujejo trende ali sezonske vzorce? Pri ¢asovnih
podatkih uporabljamo predvsem ¢rtne diagrame in ¢asovne toplo-
tne karte. Ti omogocajo zaznavanje dolgorocnih trendov, sezonskih
vzorcev, periodi¢nosti in nenadnih sprememb v podatkih.

Raziskovalna analiza podatkov ni le uvodni korak projekta, ampak
spremlja skoraj celoten proces podatkovnega rudarjenja. Vizualiza-
cijo uporabljamo pri preverjanju kakovosti podatkov, izbiri atributov,
razumevanju modelov in interpretaciji rezultatov. Prav zato je vizua-
lizacija eno klju¢nih orodij sodobne podatkovne znanosti.

Nekaj primerov kompleksnih vizualizacij

V prejénjih razdelkih smo obravnavali predvsem osnovne tipe gra-
fienih prikazov, ki jih pogosto uporabljamo pri raziskovalni analizi
podatkov in predstavitvi rezultatov. Mnogi resni¢ni podatkovni pro-
blemi pa vklju¢ujejo bolj kompleksne strukture: hierarhije, omrezja,
prostorske tokove ali zelo goste ¢asovne podatke. Pri takih podatkih
osnovni grafi pogosto niso ve¢ dovolj u¢inkoviti, zato uporabljamo
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Slika 44: Porazdelitev zneskov
spletnih narotil je izrazito de-
sno asimetri¢na: ve¢ina narocil
ima nizke zneske, nekaj zelo ve-
likih naro¢il pa tvori dolgi desni
rep porazdelitve. Zaradi teh
ekstremnih vrednosti je povpre-
je velje od mediane. Spodaj je
prikazana ista porazdelitev po
logaritemski transformaciji, ki
zmanj$a vpliv velikih vredno-
sti in porazdelitev naredi bol;
simetri¢no ter primernejSo za
nadaljnjo analizo in modelira-
nje.
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naprednejSe vizualizacijske pristope, ki skusajo v omejenem prostoru
prikazati ve¢ informacij hkrati.

Kompleksne vizualizacije praviloma niso namenjene zgolj estet-
skemu uéinku. Vecina jih nastane kot odgovor na konkreten problem
predstavitve podatkov: kako prikazati veliko Stevilo ¢asovnih vrst,
kako predstaviti hierarhi¢ne odnose med objekti, kako razumljivo
prikazati omreZje povezav ali kako hkrati prikazati geografski polo-
Zaj, smer gibanja in koli¢ino podatkov. Taksne vizualizacije pogosto
zahtevajo nekoliko ve¢ ¢asa za razumevanje, vendar lahko po zace-
tnem ucenju omogocajo bistveno ucinkovitejSo analizo kompleksnih
podatkovnih struktur.

Horizontni graf. Horizontni graf (angl. horizon graph, slika |45)) je
poseben nacin prikaza ¢asovnih vrst, namenjen predvsem poveca-
nju gostote prikazanih podatkov. Klasi¢ni ¢rtni ali povrsinski graf
pri ve¢jem $tevilu ¢asovnih vrst hitro postane nepregleden, saj posa-
mezna serija potrebuje precej navpi¢nega prostora. Horizontni graf
skusa ta problem resiti tako, da podatke razdeli v ve¢ pasov in jih
nato zloZi enega ¢ez drugega. Osnovna ideja je, da negativne vre-
dnosti zrcalimo nad osnovno os, nato pa viSinske pasove zloZimo
enega ¢ez drugega. S tem mo¢no zmanjSamo potrebno visino grafa,
pri ¢emer ohranimo ¢asovno loc¢ljivost podatkov. Taksni prikazi so
posebej uporabni pri nadzornih plos¢ah in sistemih za spremljanje
velikega Stevila ¢asovnih signalov. Prednost horizontnih grafov je
izjemna prostorska ucinkovitost. V istem prostoru lahko prikaZemo
bistveno ve¢ podatkov kot s klasi¢nimi ¢rtnimi diagrami. Slabost pa
je nekoliko teZje zaCetno razumevanje prikaza, saj mora opazovalec
razumeti zlaganje pasov in pomen barvnih nivojev. Horizontni grafi
zato niso najprimernejsi za SirSe ob¢instvo, zelo uporabni pa so pri
analiticnem delu strokovnjakov.

Tokovni zemljevid. Tokovni zemljevid (angl. flow map) prikazuje gi-
banje koli¢in skozi prostor. Taksne vizualizacije pogosto uporabljamo

Slika 45: Horizontni graf pri-
kazuje ¢asovno vrsto brezpo-
selnosti skozi ¢as. Pozitivne

in negativne vrednosti so pri-
kazane z razli¢cnimi barvami,
vrednosti pa so razdeljene v
vel pasov, ki se prekrivajo.
Slika prikazuje tudi postopno
transformacijo vizualizacije:

od obifajnega povrsinskega
grafa, prek zrcaljenja negativ-
nih vrednosti nad osnovno os,
do razdelitve podatkov v vec
nivojev, ki so nato zlozeni drug
¢ez drugega. S tem se bistveno
poveca gostota prikazanih po-
datkov, saj lahko enako ¢asovno
lo¢ljivost prikaZemo na precej
manjsi povrsini. Povzeto po
Heer in sod. (2010).
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za prikaz migracij, trgovinskih tokov, transporta, $irjenja bolezni ali
zgodovinskih premikov vojska. Slika |46| prikazuje znameniti Mi-
nardov prikaz Napoleonovega pohoda na Moskvo. Vizualizacija
velja za eno najboljsih predstavitev podatkov vseh ¢asov, saj v enem
samem grafu zdruZuje ve¢ razli¢nih dimenzij podatkov. Debelina
toka predstavlja velikost vojske, smer toka prikazuje gibanje, poloZzaj
predstavlja geografijo, dodatni graf pod zemljevidom pa prikazuje
temperaturo med umikom vojske. Tokovni zemljevidi so zanimivi
predvsem zato, ker hkrati zdruZujejo prostorske, ¢asovne in koli¢in-
ske informacije. Dobro zasnovan tokovni zemljevid omogoca zelo
intuitivno razumevanje kompleksnih procesov gibanja skozi prostor.
Njihova slabost pa je moZnost velike vizualne nepreglednosti pri
vedjem Stevilu tokov, saj se poti hitro prekrivajo. Zato pogosto upora-
bljamo poenostavljanje poti, prosojnost ali interaktivno filtriranje.

Drevesni zemljevid. Drevesni zemljevid (angl. treemap) je vizuali-
zacija hierarhi¢nih podatkov, kjer so elementi predstavljeni z vgnez-
denimi pravokotniki. Povr§ina posameznega pravokotnika obicajno
predstavlja velikost ali pomembnost elementa, hierarhija pa je pri-
kazana z vgnezdenostjo obmotij. Na sliki [47]je prikazan drevesni
zemljevid hierarhije programskih paketov. Ve¢ji pravokotniki predsta-
vljajo ve¢je oziroma pomembnejse dele sistema. Ker drevesni zemlje-
vid ucinkovito izkoris¢a prostor, lahko na relativno majhni povrsini
prikaZzemo zelo velike hierarhi¢ne strukture.

Drevesne vizualizacije pogosto uporabljamo za prikaz uporabe di-
skovnega prostora, strukture finan¢nih trgov, organizacije datotek ali
hierarhi¢nih klasifikacij. Ti prikazi so posebej uporabni, kadar Zelimo
hitro oceniti relativne velikosti posameznih delov sistema. Njihova Slika 46: Tokovni zemljevid
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prednost je zelo ucinkovita izraba prostora in dobra podpora primer- Napoleonovega pohoda na Mo-
janju velikosti, slabost pa je nekoliko teZje sledenje globlji hierarhi¢ni skvo prikazuje gibanje vojske

strukturi, saj pri zelo velikem Stevilu nivojev vgnezdenost postane skozi prostor in ¢as. Debe-

nepregledna. Prav tako primerjanje zelo podolgovatih pravokotnikov lina toka predstavlja velikost
vojske, polozaj oznacuje geo-

Ruassie 1812 ~1813.

} et e Frangaise dans la campagne de
e S Russie 1812-1813.

grafsko lokacijo, spodnji graf
pa prikazuje temperaturo med
umikom. Vizualizacija velja za
eno najbolj znanih predstavitev
vecdimenzionalnih podatkov, ki
jo je leta 1869 objavil francoski
inZenir Charles Joseph Minard
v delu Carte figurative des pertes
successives en hommes de " Armée
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ni vedno intuitivno.

Soncni izsek. Son¢ni izsek (angl. sunburst diagram) je radialna raz-
li¢ica prostorsko zapolnjujoce predstavitve hierarhij. Hierarhija je

prikazana s koncentri¢nimi kroznimi pasovi, kjer notranji krogi pred-

stavljajo vigje nivoje hierarhije, zunanji pa niZje nivoje. Na sliki [48]je
prikazan soncni izsek iste hierarhi¢ne strukture kot pri drevesnem
zemljevidu. V primerjavi z drevesnim zemljevidom son¢ni izsek po-

gosto bolj jasno poudari globino hierarhije, saj se nivoji naravno Sirijo

navzven iz sredisca.

Vizualizacije tega tipa so lahko estetsko zelo privla¢ne in pogosto
uporabljene v interaktivnih sistemih za raziskovanje podatkov. Po-
sebej primerne so za prikaz hierarhi¢nih struktur, kjer nas zanima
predvsem organizacija podatkov in odnosi med nivoji hierarhije. Nji-
hova slabost je nekoliko slaba natan¢nost pri primerjanju povrsin
in kotov, posebej pri zunanjih segmentih diagrama. Pri zelo globo-
kih hierarhijah postanejo zunanji deli hitro preozki za u¢inkovito
prikazovanje oznak.

Vizualizacija omreZij s silami. Veliko podatkovnih struktur lahko
predstavimo kot omreZje povezav med objekti. Primeri vkljucujejo
socialna omreZja, povezave med spletnimi stranmi, citatne mreze
znanstvenih ¢lankov ali bioloske interakcije med proteini. Eden naj-
pogostejsih pristopov za prikaz tak$nih podatkov so razporeditve
na osnovi sil (angl. force-directed layouts). Na sliki [49]je prikazan pri-
mer omreZja likov iz romana Les Misérables. Vozlis¢a predstavljajo
posamezne like, povezave pa njihovo skupno pojavljanje v besedilu.
Razporeditev vozlis¢ nastane s simulacijo fizikalnega sistema: po-
vezani elementi se privlacijo, nepovezani pa odbijajo. Posledica je
organska razporeditev, kjer se mo¢no povezane skupine naravno
zdruZijo v gruce. Vizualizacije tovrstnih grafov lahko omogocajo hi-

Slika 47: Drevesni zemljevid
prikazuje hierarhijo program-
skih paketov. Posamezni pra-
vokotniki predstavljajo razrede
oziroma module, njihova po-
vrsina pa velikost ali pomemb-
nost posameznega elementa.
Povzeto po Heer, Bostock in
Ogievetsky, Figure 4f.

Slika 48: Son¢ni izsek prikazuje
hierarhijo programskih pake-
tov v radialni obliki. Notranji
krogi predstavljajo visje nivoje
hierarhije, zunanji pa podrob-
nejse podstrukture. Povzeto po
Heer, Bostock in Ogievetsky,
Figure ge.

tro prepoznavanje skupin, osrednjih vozlis¢ in mostov med razli¢nimi
deli omreZja. So med najpomembnej$imi pristopi pri analizi socialnih
omrezij in kompleksnih grafov. Njihova glavna teZava je uporaba na

velikih podatkih. Pri zelo velikih omreZjih postanejo povezave nepre-
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gledne in vizualizacija se spremeni v tako imenovani klob¢i¢ povezav
(angl. hairball), kjer posameznih struktur ni ve¢ mogoce razlo¢iti.
Zato pri vedjih omreZjih pogosto uporabljamo filtriranje, zdruZevanje
vozlis¢ ali alternativne matri¢ne predstavitve omreZij.

Pri sodobni podatkovni analizi pogosto uporabljamo tudi komple-
ksnejse vizualizacijske pristope. Njihov cilj ni zgolj estetska predsta-
vitev podatkov, ampak uc¢inkovito razkrivanje struktur, odnosov in
vzorcev, ki jih z osnovnimi grafi tezko opazimo. Pri njihovi uporabi
pa moramo biti posebej pozorni na ravnoteZje med informativnostjo
in razumljivostjo. Ce v isti prikaz vklju¢imo preve¢ informacij, lahko
vizualizacija hitro postane nepregledna. Zato je pri na¢rtovanju kom-
pleksnih vizualizacij Se posebej pomembno razumevanje podatkov,
naloge analize in omejitev ¢lovekovega zaznavanja.

Nacela ucinkovitega vizualnega oblikovanja

Dobra vizualizacija mora opazovalcu omogociti hitro, pravilno in ¢im
manj naporno razumevanje podatkov. Zato pri na¢rtovanju grafov

ni pomembna le izbira tipa vizualizacije, ampak tudi nacin upo-

rabe barv, organizacija informacij, poudarjanje klju¢nih podatkov

in odstranjevanje nepomembnih elementov. Raziskave na podrocju
vizualne percepcije kaZejo, da lahko Ze majhne oblikovne odlocitve
mocno vplivajo na interpretacijo podatkov. Vizualizacija mora zato
podpirati ¢lovekove zaznavne sposobnosti in zmanjSevati kognitivno
obremenitev opazovalca. Cilj ni ustvarjanje vizualno spektakularnih
grafov, ampak jasna in u¢inkovita komunikacija podatkov.

Preprostost in jasnost. Graf naj vsebuje le elemente, ki prispevajo k
razumevanju podatkov. Nepotrebni dekorativni ucinki, tridimenzi-
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Slika 49: Vizualizacija omreZzja
z razporeditvijo na osnovi

sil. Vozlis¢a predstavljajo lite-
rarne like, povezave pa njihove
skupne pojavitve v poglavijih
romana. PoloZaj vozlis¢ je do-
lo¢en s simulacijo privla¢nih
in odbojnih sil. Povzeto po
Heer, Bostock in Ogievetsky,
Figure 5a.

Nekateri primeri v tem razdelku so
povzeti po ¢lanku Jonathana Schwabi-
sha The Practice of Visual Data Communi-
cation: What Works iz revije Psychological
Science in the Public Interest (2021), ki

na prakti¢nih primerih prikazuje vpliv
oblikovnih odlo¢itev na uc¢inkovitost
vizualizacij.



162 UVOD V ODKRIVANJE ZNAN]J IZ PODATKOV

School-Age Resident Population as Share of Total Population
in Six States, 1970 and 2018

30.00%

8 27.380%
S 23.693% 25.736% 27.230%
g 2500% -
5_; B 25.059%
®  2000% S
2 14.6% : 6.0%
8 15.00% 5.1% 6.4%
3 6.2%
2 10.00%
2
>
o 500%
2
b 0.00%
Florida o ==
Virginia
New York 3 .
Wisconsin New Jers
State a
m1970 W 2018

School-Age Children as Share of Total Population Has Fallen by Around
10 Percentage Points Since 1970

W1970 W2018

27.4% 27.2%
25.7% 25 1%
23.9% 23.7%

Arizona Wisconsin Virginia New Jersey New York Florida

onalni prikazi, ogromna omreZja ali pretirano Stevilo oznak pogosto
zmanj$ajo preglednost in oteZijo interpretacijo. Glavno sporocilo vi-
zualizacije mora biti razvidno takoj. Opazovalec ne bi smel ugibati,
kaj graf prikazuje ali kateri podatki so pomembni. Klju¢ne informa-
cije morajo biti vizualno poudarjene, manj pomembni elementi pa
umaknjeni v ozadje.

Vizualna hierarhija in usmerjanje pozornosti. Dobra vizualizacija
mora opazovalca usmerjati k najpomembnej$im informacijam. Vi-
zualna hierarhija doloca, katere elemente zaznamo najprej in katere
kasneje. To doseZemo z uporabo kontrasta, velikosti, debeline ¢rt,
polozaja ali barve. Pogosto Zelimo poudariti le manjsi del podatkov,
medtem ko preostale informacije ostanejo v ozadju. Zato Stevilni
sodobni grafi uporabljajo nevtralne sive tone za ve¢ino elementov,

klju¢ne podatke pa poudarijo z izrazitejSo barvo. Tak pristop zmanjsa

vizualni Sum in omogo¢i hitrejSe razumevanje bistvenih informacij.
Vizualna hierarhija je posebej pomembna pri kompleksnih grafih,

kjer bi enakovredno poudarjanje vseh elementov povzrocilo nepregle-

dnost in povecalo kognitivno obremenitev opazovalca.

Slika 50: Primer izboljSanja
stolptnega diagrama. Zgornji
graf uporablja tridimenzio-
nalni prikaz, mo¢ne mreZe in
nepregledne oznake, spodnji

pa enostavnejSo postavitev,
neposredno oznacevanje podat-
kov in bolj pregledno uporabo
barv. Povzeto po Schwabish
(2021). Odstranitev nepotrebnih
grafi¢nih elementov bistveno
izbolj$a preglednost in usmeri
pozornost na podatke namesto
na dekoracijo. Tak$ni odvec¢ni
elementi so pogosto oznaceni

z izrazom chartjunk, ki opisuje
grafi¢ne dodatke brez analiti¢ne
vrednosti.
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School-Age Children as Share of Total Population Has

Fallen by Around 10 Percentage Points Since 1970 Slika 51: Totkovni prikaz upo-

1970 2018 . .

T g ol rablja nevtralne elemente in

poudarjene oznake za usmer-
Wisconsin 16% ® 27% L. .
janje pozornosti opazovalca na

Virginia 16% e 26% Sl - i

SRS ‘ klju¢ne razlike med podatki.
New Jersey 16% @ * 5% Neposredno oznacevanje po-
New York 15% e 24% datkov zmanjSuje potrebo po

Florida 15% e o 2% lo¢enih legendah in izboljsa

preglednost vizualizacije. Pov-

zeto po Schwabish (2021).
Doslednost in zmanjSevanje kognitivne obremenitve. Vizualizacije

morajo uporabljati dosledne grafi¢ne konvencije. Enake barve naj
predstavljajo iste kategorije, osi naj uporabljajo enake merske enote,
tipografija in oznake pa naj bodo poenotene skozi celotno predstavi-
tev.

Nedoslednosti povecajo kognitivnho obremenitev, saj mora opazo-
valec ponovno interpretirati pomen posameznih elementov. Vizuali-
zacija mora biti zasnovana tako, da opazovalec ¢im manj ¢asa porabi
za razumevanje same strukture grafa in ¢im ve¢ za interpretacijo po-
datkov. Kognitivno obremenitev zmanjSujemo tudi z neposrednim
oznacevanjem podatkov namesto lo¢enih legend, z uporabo kratkih
in informativnih naslovov ter z logi¢no razporeditvijo elementov. Po-
sebej ucinkovite so vizualizacije, kjer so besedilo, oznake in grafi¢ni
elementi tesno povezani.

Average Public School Starting Time in Northeastern
States Ranged From 7:59 a.m. to 8:31 a.m.

Connecticut | E————— 531

oo .21 Slika 52: Primerjava stolpénega
New Jersey IEEEEG—_—— 18
Wemnonts — 14 diagrama in to¢kovnega pri-
Pennsylvania |— 514
N e — kaza. To¢kovni prikaz uporablja
Vermont | 7:50

manj vizualnega prostora in

Average Public School Starting Time in Northeastemn
States Ranged From 7:59 a.m. to 8:31 a.m.
Connecticut 8:31 ®
Rhode Island 8:21 ®
New Jersey 8:18 @
New York 8:15 ®
Massachusetts 8:14 ®
Pennsylvania 8:14 ®
New Hampshire 8:06 ®
Maine 8:03 ®
Vermont 7:59 @

omogoca hitrejSe primerjanje
vrednosti ter sprememb med
kategorijami. Povzeto po Sch-
wabish (2021).

Barve in dostopnost. Barva je eden najmoc¢nej$ih vizualnih elemen-
tov, vendar jo moramo uporabljati previdno. Primerna je predvsem
za razlikovanje kategorij, poudarjanje pomembnih podatkov in prikaz
intenzitete vrednosti. Pomemben deleZ populacije ima razli¢ne oblike
motenj barvnega zaznavanja, najpogosteje teZave pri razlikovanju
rdece in zelene barve. Vizualizacije morajo zato ostati razumljive tudi
uporabnikom z barvno slepoto ter pri sivinskem prikazu. Zato se
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pogosto izogibamo problemati¢nim kombinacijam ter uporabljamo
perceptualno primerne barvne lestvice.

Oblikovne odloc¢itve vplivajo na interpretacijo. Na interpretacijo
podatkov mo¢no vpliva tudi naéin njihove vizualne predstavitve. Ze
majhne oblikovne odlocitve lahko mo¢no vplivajo na interpretacijo
in ustvarijo napacen vtis o trendih ali razlikah med podatki. Posebej
problemati¢ne so neustrezne osi, pretirano poudarjeni elementi ali
neprimerna uporaba linij in povr$in. Taksne odlo¢itve lahko povzro-
¢ijo, da opazovalec zazna trend ali povezavo, ki v podatkih dejansko
ne obstaja.

1990s 2000s 2010s 2020

0%

4%

6%

8.1%
10%

12% 12%} } + L
1990s 2000s 2010s 2020

Utinkovita vizualizacija zato zahteva vec kot zgolj tehni¢no znanje
izdelave grafov. Zahteva razumevanje ¢lovekove percepcije, nacel
grafi¢ne komunikacije ter prilagoditev ciljnemu ob¢instvu. Dobra
vizualizacija opazovalcu olajsa razumevanje podatkov in odnosov
med njimi.

Zavajajoce vizualizacije

Vizualizacije podatkov imajo velik vpliv na razumevanje informacij,
zato lahko Ze majhne oblikovne odlo¢itve bistveno spremenijo inter-
pretacijo podatkov. Grafi pogosto delujejo objektivno in znanstveno,
vendar lahko z neustreznim oblikovanjem ustvarijo zavajajo¢ vtis

o velikosti razlik, trendih ali povezavah med spremenljivkami. Za-
radi tega je eti¢no oblikovanje vizualizacij pomemben del odgovorne
komunikacije podatkov.

Prirezane osi in popacene skale. Eden najpogostejsih nacinov za-
vajanja je uporaba prirezanih osi. Ce navpi¢na os ne za¢ne pri nig,
lahko Ze majhne razlike med vrednostmi delujejo bistveno vecje, kot
so v resnici. Taksne manipulacije pogosto pretirano poudarijo trende
ali razlike med skupinami. Podoben uc¢inek imajo popacene skale,
kjer razmiki med vrednostmi niso linearni ali pa so vizualno predsta-
vljeni nesorazmerno glede na dejanske podatke. Opazovalec obicajno
zazna predvsem vizualno velikost razlik in manj pogosto natan¢no
preverja numeri¢ne vrednosti na osi. Taksni prijemi so pogosti v me-

Slika 53: Dve vizualizaciji istih
podatkov z obrnjeno navpi¢no
osjo. Leva razli¢ica uporablja
stolpce in pravilno poudarja
dolzino kot nosilko informacije,
desna pa zaradi linije in polo-
Zaja tock ustvarja zavajajo¢ vtis
trenda. Povzeto po Schwabish
(2021).

Nekateri primeri v tem razdelku

so povzeti po ¢lanku The Science of
Visual Data Communication: What Works
(Franconeri idr., 2021), ki vklju¢uje tudi
primere napak in zavajajoce nacine
prikaza podatkov.
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dijih, politiki in poslovnih predstavitvah, kjer Zelimo dolocene razlike
poudariti bolj, kot to upravicujejo podatki.

Zavajajoce barvne lestvice. Barva mocno vpliva na zaznavanje inten-
zitete podatkov. Neprimerne barvne lestvice lahko ustvarijo umetne
meje med vrednostmi ali poudarijo razlike, ki v podatkih niso po-
membne. Posebej problemati¢ne so lestvice z mo¢nimi prehodi med
razli¢nimi barvnimi kategorijami, na primer med modro, zeleno in
rdeto. Clovek zazna prehod med barvnimi kategorijami kot vejo
razliko, kot dejansko obstaja v podatkih. Zaradi tega lahko kontinu-
irani podatki delujejo bolj diskretno ali dramati¢no. Pri oblikovanju
vizualizacij zato uporabljamo perceptualno enakomerne barvne le-
stvice, kjer sprememba barve ¢im bolj ustreza dejanski spremembi
podatkovnih vrednosti.

Prekrivanje podatkov in izbira prikazanih primerov. Pri velikih
mnoZicah podatkov lahko pride do prekrivanja tock (overplotting),
kjer posamezne vrednosti zakrijejo druge. Posledi¢no lahko po-
membni vzorci ostanejo skriti ali pa vizualizacija daje napacen vtis
gostote podatkov. Zavajajo¢ u¢inek lahko povzrodi tudi selektivna
izbira podatkov (angl. cherry-picking), kjer avtor prikaze le tiste po-
datke, ki podpirajo Zeleni zaklju¢ek. Vizualizacija lahko tako deluje
prepricljivo, ¢eprav ne predstavlja celotne slike. Zato morajo vizuali-
zacije jasno prikazati obseg podatkov, uporabljene filtre in morebitne
omejitve pri izbiri vzorca.

Korelacija ni vzro¢nost. Vizualizacije pogosto ucinkovito pokaZzejo
povezave med spremenljivkami, vendar povezava sama po sebi Se ne
pomeni vzrocne zveze. Dve spremenljivki sta lahko moc¢no povezani,
¢eprav med njima ni neposrednega vpliva. Razsevni in linijski dia-
grami lahko hitro ustvarijo vtis vzro¢ne povezave, posebej kadar sta
podatka prikazana skupaj skozi ¢as. Opazovalci pogosto intuitivno
sklepajo, da ena spremenljivka povzroca drugo, ¢eprav je povezava
lahko posledica tretjega dejavnika ali naklju¢ja. Slika [55| prikazuje,
kako hitro opazimo vzorce in strukture v podatkih, tudi kadar ti niso
nujno analititno pomembni. Pri interpretaciji vizualizacij moramo
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Slika 54: Primer vpliva prireza-
nih osi in raztegnjenih skal na
interpretacijo podatkov. Enaki
podatki lahko zaradi drugacne
izbire osi ustvarijo bistveno
drugacen vtis o velikosti razlik
ali trendov. Povzeto po Franco-
neri in sod. (2021).
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zato lociti med opisom podatkov in dejanskimi vzroénimi razlagami.

Prikazovanje negotovosti. Podatki pogosto vsebujejo negotovost, ki LK : Sggiﬁf? o:fﬁ

jo moramo ustrezno prikazati. Ce negotovosti ne pokazemo, lahko 8 ;bu :x Ed X @;% % e,
vizualizacija daje laZen vtis natan¢nosti in gotovosti. Negotovost obi- 0 O”fefb;fg %oj i x ° —
¢ajno prikazujemo z intervali zaupanja, obmodji verjetnosti, razponi ’ gge%i;?é?’d% XC%,?@% < O
napak ali ve¢ moZnimi scenariji. Posebej pomembno je to pri vremen- et ﬁ%%é;o oX | x
skih napovedih, epidemioloskih modelih, ekonomskih napovedih in 2 b

znanstvenih rezultatih. Vizualizacija mora zato jasno pokazati:

* katere podatke prikazujemo, 5
Slika 55: Clovekov vizualni sis-
* kaksna je stopnja negotovosti, tem hitro zaznava vzorce in
¢ katere omejitve imajo podatki, povezave med podatki, vendar
lahko to vodi tudi do napac-
e in katerih zaklju¢kov iz vizualizacije ne moremo zanesljivo skle- nega sklepanja o odnosih med
pati. spremenljivkami. Povzeto po

Franconeri idr. (2021).

Primeri izbire in izboljSanja vizualnih predstavitev

Iste podatke lahko prikaZemo na ve¢ nacinov, pri ¢emer vsak nacin
poudari nekoliko drug vidik: prostorski vzorec, primerjavo med eno-
tami, povezavo med spremenljivkami, natan¢ne vrednosti ali bolj
intuitivno razumevanje ¢asovnih podatkov. V nadaljevanju si ogle-
damo nekaj primerov iz ¢lanka Schwabisha (2021) v reviji Psychologi-
cal Science in the Public Interest, ki pokaZejo, kako lahko Ze razmeroma
preproste spremembe izboljSajo razumljivost in uporabnost vizua-
lizacije. Avtor pri tem uporablja podatke o zaletku pouka v javnih
Solah v ZDA ter pokaZe, da lahko tudi z obi¢ajnimi orodji pripravimo
precej razli¢ne, a u¢inkovite predstavitve podatkov.

Prostorski podatki. Pri prostorskih podatkih pogosto najprej po-
mislimo na obi¢ajen zemljevid, vendar ta ni vedno najboljsa izbira.
Klasi¢ni koropletni zemljevid dobro ohranja geografsko obliko dr-
Zav in zato hitro razkrije prostorske vzorce, na primer da se pouk

v juznih zveznih drzavah za¢ne nekoliko prej. Po drugi strani veli-
kost geografskih obmocij vpliva na zaznano pomembnost podatkov:
velike drZzave na zemljevidu zavzamejo ve¢ prostora, ¢eprav nimajo
nujno vedje analiti¢ne teZze. Mrezni zemljevid s plos¢icami ta problem
zmanjsa, saj vsaki drzavi nameni enako velik prostor, hkrati pa omo-
goca dodajanje oznak ali majhnih grafi¢nih elementov znotraj vsake
celice (slika [56). Tak prikaz Zrtvuje nekaj geografske natan¢nosti,
vendar lahko izboljsa primerljivost in poveca uporabnost prikaza za
bralca.
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Stolpci ali tocke. Stolp¢ni diagram je ena najbolj znanih in razumlji-
vih vizualizacij za primerjanje vrednosti med skupinami. Njegova
prednost je, da dolZine stolpcev primerjamo razmeroma natanc¢no,

Se posebej, kadar imajo skupno izhodisce. Toda stolp¢ni diagrami
lahko postanejo vizualno tezki, posebej pri vejem $tevilu kategorij ali
daljsih oznakah. Tockovni diagram za iste podatke pogosto uporablja
manj grafitnega prostora in pusti ve¢ prostora za oznake, komentarje
ali neposredno oznacevanje vrednosti (slika . Primer zato ne kaze,
da je stolp¢ni diagram napacen, ampak da lahko preprostejSa in lazja
grafi¢na oblika bolj berljiva, kadar nas zanima predvsem vrstni red in
primerjava posameznih vrednosti.

Razsevni diagram kot prostor za razlago. Razsevni diagram je
osnovni prikaz za raziskovanje povezave med dvema numeri¢nima
spremenljivkama. Vendar dober razsevni diagram ni le oblak to¢k. Z
dodatnimi oznakami, povpre¢nimi ¢rtami, pojasnili osi in oznac¢enimi
osamelci lahko bralcu pomagamo razumeti, kaj naj v grafu opazi.
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Slika 56: Dva nacina prikaza
prostorskih podatkov o pov-
pre¢nem zacetku pouka v
javnih Solah v ZDA: obicajni
koropletni zemljevid in mreZni
zemljevid s plo$¢icami. Prvi
bolje ohranja geografsko obliko,
drugi pa vsaki drzavi nameni
enak prostor in tako olajsa
primerjavo med drzavami.
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Average Public School Starting Time in Northeastern
States Ranged From 7:59 a.m. to 8:31 a.m.
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Average Public School Starting Time in Northeastern
States Ranged From 7:59 a.m. to 8:31 a.m.
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Pri podatkih o zacetku pouka in deleZu Soloobveznih otrok v popu-
laciji lahko vodoravne in navpicne referencne ¢rte razdelijo prostor
grafa na obmocja nad in pod povpreéjem, oznake izbranih drzav pa
usmerijo pozornost na primere, ki posebej odstopajo (slika [58). Pri
takem prikazu je pomembno ravnotezje: preve¢ oznak graf obremeni,
premisljene oznake pa lahko bistveno izboljSajo interpretacijo.

Tudi tabela je vizualizacija. Tabele pogosto razumemo kot nasprotje
grafov, vendar so tudi tabele oblika vizualne predstavitve podatkov.
Slabo oblikovana tabela oteZi primerjanje vrednosti: glave stolpcev
niso jasno locene, besedilo in Stevilke niso ustrezno poravnani, stevilo
decimalnih mest je nedosledno, enote pa so zapisane neenotno. Z
razmeroma majhnimi popravki lahko tabela postane bistveno pre-
glednejsa: glave stolpcev so jasno locene, besedilo je levo poravnano,
Stevilke desno poravnane, natancnost zapisa je poenotena, dodani
majhni stolpci v zadnjem stolpcu pa pomagajo hitro zaznati vzorec
(slika[59). Tak primer je posebej pomemben za porotila in znanstvena

Slika 57: Primerjava stolp¢nega
diagrama in to¢kovnega pri-
kaza za iste podatke. Stolpci
omogocajo neposredno primer-
javo dolzin, tockovni prikaz pa
zmanj$a vizualno teZo grafa in
omogo¢i preglednejSe oznace-
vanje vrednosti.
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besedila, kjer tabele pogosto nosijo veliko informacij.

Vizualizacija, ki izhaja iz pomena podatkov. Kadar podatki opi-
sujejo ¢as dneva, lahko vizualizacija izkoristi obliko, ki je bralcu Ze
znana iz vsakdanjega Zivljenja. Namesto zemljevida, stolp¢nega grafa
ali tabele lahko zacetke pouka razporedimo po Stevil¢nici ure, kjer
poloZaj oznake neposredno ustreza Casu zacetka (slika [60). Tak pri-
kaz ni nujno najbolj standarden, vendar je dobro usklajen s pomenom
podatkov: bralec takoj razume, da gre za ¢as, in lahko pois¢e posa-
mezno drZavo na znani kroZzni strukturi. Primer kaZe, da je lahko
nekoliko bolj igriva ali nestandardna vizualizacija Se vedno analiti¢no
smiselna, ¢e podpira razumevanje podatkov in ne zakriva njihovega
pomena.

Skupno sporocilo teh primerov je, da ucinkovita vizualizacija na-
stane iz povezave med podatki, nalogo in ob¢instvom. Ni dovolj,
da izberemo prvi graf, ki ga ponudi programsko orodje. Premisliti
moramo, kaj Zelimo poudariti, katere primerjave naj bralec opravi,
koliko razlage potrebuje in kateri prikaz bo podatke predstavil naj-
bolj jasno. Vcasih je to obi¢ajen stolp¢ni diagram, drugi¢ zemljevid,
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Eight States Have Public Schools That Start Before 8 a.m. on Average
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tabela, tockovni prikaz ali celo ura.

Vizualna analitika in interaktionost

Sodobna vizualizacija podatkov ni ve¢ omejena le na stati¢ne slike v
tiskanih medijih (¢lanki, poro¢ila) ali na drsnicah. Vedno pomemb-
nejso vlogo imajo interaktivne vizualizacije, pri katerih lahko uporab-
nik podatke raziskuje, spreminja pogled na podatke in se osredoto¢a
na zanimive podmnoZice podatkov. Tak pristop uporabljajo tehnike
vizualne analitike, ki zdruZujejo vizualizacijo, interakcijo in analiti¢no
raziskovanje podatkov.

Ko uporablja vizualne vmesnike, uporabnik ni le pasivni opazo-
valec grafi¢ne predstavitve, ampak lahko aktivno spreminja prikaz
podatkov in, kolikor mnu vmesnik dopus¢a, preiskuje in raziskuje
podatke. NajpogostejsSe interakcije, ki jih taki sistemi implementirajo,
vkljucujejo:
¢ filtriranje, kjer izberemo le del podatkov,
® brushing, kjer ozna¢imo podmnozico podatkov v enem prikazu,

* povelevanje in premikanje (zooming in panning), kjer se lahko
osredoto¢imo na del podatkov,

* izbiro elementov (selection), kjer v eni vizualizaciji izberemo ele-
mente, ki jih potem navadno prikaZemo na dodatni vizualizaciji,

¢ podrobnosti na zahtevo (details on demand), kjer se dodatne infor-
macije prikazejo ob kliku miske ali ko stojimo z misko na dolo-

Slika 60: Alternativni prikaz
¢asovnih podatkov s Stevil¢nico
ure. Oznake drZzav so razpo-
rejene glede na povprecni ¢as
zaletka pouka, barva pa doda-
tno loci drzave, kjer se pouk v
povpredju zacne pred osmo uro.



¢enem elementu, za katerega nas zanimjo dodatne podrobnosti,
in

¢ barvanje in oznacevanje skupin, kjer na grafi¢ni nacin uporabnik
razdeli podatke v njemu zanimive skupine, za katere je potem se-
veda potrebno prikazati razlike z dodatnimi prikazi ali v dodatnih
vizualizacijah.

V preiskovalne namene so posebej uporabne povezane vizualiza-
cije (linked visualizations). Pri takem pristopu izbira podatkov v enem
grafu (avtomati¢o in hipno) vpliva tudi na druge prikaze. Ce na pri-
mer v razsevnem diagramu oznac¢imo dolo¢eno skupino podatkov, se
isti podatki isto¢asno oznacijo tudi v histogramu ali tabeli. Tak nac¢in
omogoca ucinkovito raziskovanje ve¢dimenzionalnih podatkov in
hitro odkrivanje povezav med atributi.

Interaktivne vizualizacije pogosto zdruzujemo v nadzorne plosce
oziroma dashboards. Ti prikazi vsebujejo ve¢ med seboj povezanih gra-
fov, filtrov in tabel, ki uporabniku omogocajo pregled nad podatki in
interaktivno analizo. Podoben pristop uporabljajo tudi sistemi za vi-
zualno podatkovno analitiko, kot je ljubljanski Orange Data Mining,
kjer uporabnik gradi analiti¢ni potek dela (workflow) s povezovanjem
posameznih komponent za uvoz podatkov, analizo, modeliranje in
vizualizacijo in na ta nacin dolo¢i na¢in obdelave podatkov ter med
sabo povezZe vizualizacije.

Podporo za interaktivno vizualizacijo danes ponujajo $tevilna pro-
gramska orodja. Tableau je eno najbolj razsirjenih okolij za pripravo
interaktivnih nadzornih plos¢ in raziskovalno analizo podatkov, saj
omogoca hitro povezovanje grafov, filtrov in interaktivnih pogle-
dov brez programiranja. Podobno vlogo ima Microsoft Power BI,
ki je mo¢no povezan z ekosistemom podatkovnih storitev podjetja
Microsoft in se pogosto uporablja za poslovno analitiko ter spremlja-
nje podatkov v realnem ¢asu. Orodja, kot je Orange Data Mining,
KNIME in RapidMiner, pa so bolj usmerjena v raziskovalno analizo
in strojno ucenje, kjer uporabnik z vizualnim povezovanjem kom-
ponent gradi celoten analiti¢ni potek dela. Skupna znacilnost teh
sistemov je podpora interaktivnosti, povezanim vizualizacijam ter
postopnemu raziskovanju podatkov.

Poseben izziv predstavljajo podatki v realnem ¢asu oziroma pre-
to¢ni podatki (streaming data). Pri takih podatkih se vizualizacija
sproti posodablja, ko prihajajo novi podatki. Taksne prikaze sre¢amo
pri spremljanju omreZnega prometa, finan¢nih trgov, senzorjev ali
druzbenih omreZij. Poleg samega prikaza podatkov je pri takih sis-
temih pomembna tudi hitrost osveZevanja, poudarjanje pomembnih
sprememb ter preprelevanje preobremenitve uporabnika z informaci-
jami.

VIZUALIZACIJA PODATKOV
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Interaktivnost zato ni le estetski dodatek, ampak pomembno
orodje za raziskovanje podatkov. Dobro zasnovane interaktivne vizu-
alizacije uporabniku omogocajo, da sam raziskuje podatke, postavlja
vprasanja in postopoma gradi razumevanje analiziranega problema.

Pripovedovanje zgodb s podatki

Vizualizacija podatkov je predvsem nacin komunikacije o spoznanjih,
ki smo jih na osnovi podatkov pridobili. Pri pripravi vizualizacije
zato obicajno pri¢nemo z vprasanjem, kaj Zelimo sporo¢iti. Isti po-
datki lahko podprejo razli¢ne zgodbe: lahko poudarimo trend, pri-
merjavo, izjemen primer, negotovost ali spremembo skozi ¢as. Naloga
avtorja vizualizacije je, da izbere prikaze ali redosled prikazov, ki
podprejo glavno sporocilo, ter usmeri pozornost bralca na pomembne
dele podatkov in vzorce. Pri tem imajo pomembno vlogo barva, kon-
trast, velikost elementov, oznacevanje in komentarji (annotation), s
katerimi lahko poudarimo klju¢ne informacije in zmanj$amo vpliv
manj pomembnih podrobnosti.

Uéinkovita vizualizacija podatkov zato pogosto deluje kot pri-
poved (storytelling with data). Bralca vodi skozi podatke, postopoma
razkriva pomembne vzorce in pomaga pri interpretaciji rezultatov.
Tak pristop je posebej znacilen za novinarske in spletne interaktivne
vizualizacije, kjer uporabnik podatke raziskuje korak za korakom. Pri
tem moramo vedno upostevati tudi ob¢instvo: vizualizacije za stro-
kovnjake lahko vsebujejo ve¢ podrobnosti in kompleksnejse prikaze,
medtem ko morajo biti vizualizacije za $ir§o javnost bolj neposredne
in hitro razumljive. Dobra vizualizacija zato ne prikazuje le podatkov,
ampak pomaga oblikovati razumevanje problema.

Programska orodja za gradnjo vizualizacij

Vizualizacije podatkov danes pogosto ne nastajajo ve¢ kot ro¢no
narisane slike, temve¢ kot rezultat programskega opisa podatkov,
njihovih preslikav v vizualne elemente in pravil interakcije. Tak pri-
stop je posebej pomemben v podatkovni znanosti, kjer Zelimo grafe
graditi ponovljivo, jih prilagajati novim podatkom in jih vkljucevati v
porocila, spletne strani ali interaktivna analiti¢na okolja.
Najpreprostejsi primer takega pristopa v Pythonu je uporaba knji-
Znice matplotlib. Ta omogoca natancen nadzor nad posameznimi
elementi grafa in je osnova Stevilnih drugih vizualizacijskih knjiZnic.

import matplotlib.pyplot as plt

x =11, 2, 3, 4, 5]
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y = [2.1, 2.8, 3.6, 3.9, 5.1]

plt.figure()

plt.scatter(x, y)

plt.xlabel("stevilo ur ucenja")
plt.ylabel("rezultat")
plt.savefig("scatter.pdf", bbox_inches="tight")

Koda zgradi enostaven razsevni diagram, kjer vsaka tocka pred-
stavlja en primer. Tak prikaz je tipi¢en za raziskovanje povezave med
dvema numeri¢nima spremenljivkama. KnjiZnica matplotlib je ne-
koliko bolj nizkonivojska, zato moramo sami dolo¢iti osi, oznake,
legende in druge grafi¢ne elemente.

Za statisti¢ne prikaze pogosto uporabimo knjiZnico seaborn, ki
gradi na matplotlibu, vendar ponuja visjenivojske funkcije za pogo-
ste tipe grafov.

import seaborn as sns
import pandas as pd

d = pd.DataFrame({
"skupina": ["A", "A", "A", "B", "B", "B"],
"vrednost": [4.1, 5.0, 4.7, 6.2, 5.8, 6.5],
1)

sns.boxplot(data=d, x="skupina", y="vrednost")
plt.savefig("boxplot.pdf", bbox_inches="tight")

V tem primeru zgradimo Skatlo z brki za primerjavo porazdelitev
med dvema skupinama. Prednost knjiznice seaborn je, da neposre-
dno razume podatkovne tabele, kakrsne uporabljamo v knjiznici
pandas, in zato omogoca hitro gradnjo raziskovalnih grafov.

Drugacen pristop uporablja knjiznica Altair. Ta temelji na je-
ziku Vega-Lite, kjer vizualizacijo opisemo deklarativno: dolo¢imo
podatke, vrsto grafa in preslikave stolpcev v vizualne elemente, knji-
Znica pa iz tega sestavi kon¢no vizualizacijo.

import altair as alt
import pandas as pd

d = pd.DataFrame({

"ure": [1, 2, 3, 4, 5],

"rezultat": [2.1, 2.8, 3.6, 3.9, 5.1],
1)

chart = alt.Chart(d).mark_point().encode(
x="ure",
y="rezultat",
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chart.save("altair-scatter.html")

Pri tem programu ne dolo¢amo neposredno, kako naj se izrise
vsaka to¢ka. Namesto tega povemo, da naj bodo vrednosti stolpca
ure prikazane na osi x, vrednosti stolpca rezultat pa na osi y. Tak
deklarativni pristop je bliZje formalnim jezikom za opis vizualizacij.

Med najpomembnejsimi formalnimi jeziki za opise vizualizacij
danes Stejemo Vega in Vega-Lite. Oba uporabljata zapise v obliki
JSON. Vega-Lite je vi§jenivojski in primeren za obicajne statisti¢ne
grafe, Vega pa omogoca podrobnej$i nadzor nad transformacijami
podatkov, interakcijami in graficnimi elementi. Knjiznica Altair je
pravzaprav Pythonov vmesnik za gradnjo Vega-Lite specifikacij.

Za bolj proste in unikatne spletne vizualizacije se pogosto upora-
blja D3. js. Ta ni deklarativni jezik v istem smislu kot Vega, temve¢
JavaScript knjiZnica, ki podatke poveZe z elementi spletne strani,
na primer z elementi SVG. D3 omogoca zelo veliko prilagodljivost,
vendar zahteva tudi ve¢ programiranja.

Interaktivne vizualizacije lahko v Pythonu gradimo tudi s knji-
Znico plotly. Njeni grafi so spletni objekti, zato jih lahko odpremo v
brskalniku, vklju¢imo v spletno stran ali uporabimo v interaktivnih
zvezkih.

import plotly.express as px
import pandas as pd

d = pd.DataFrame({
"ure": [1, 2, 3, 4, 51,
"rezultat": [2.1, 2.8, 3.6, 3.9, 5.11,
"skupina": ["A", "A", "B", "B", "B"I,
1)
fig = px.scatter(

d, x="ure", y="rezultat", color="skupina",
hover_data=["skupina"]

fig.write_html("plotly-scatter.html")

Interaktivne vizualizacije lahko gradimo tudi deklarativno, kjer
ne opisujemo posameznih grafi¢nih elementov, temvec¢ povezave
med podatki, vizualnimi atributi in interakcijami. Tak pristop pose-
bej dobro podpira knjiznica Altair, ki temelji na jeziku Vega-Lite.
Naslednji primer prikazuje dva povezana grafa. V levem razsevnem
diagramu lahko uporabnik z misko izbere skupino tock, histogram
na desni pa nato prikaZe porazdelitev samo za izbrane primere.



import altair as alt
from vega_datasets import data

d = data.cars()
brush = alt.selection_interval()

scatter = alt.Chart(d).mark_point(size=60).encode(
x="Horsepower:Q",
y="Miles_per_Gallon:Q",
color="0rigin:N"

) .add_params (brush)

hist = alt.Chart(d).mark_bar().encode(
x=alt.X("Miles_per_Gallon:Q", bin=True),
y="count()",
color="0rigin:N"

) .transform_filter(brush)

chart = scatter | hist
chart.save("linked-view.html")

Zgoraj smo sicer vizualizacijo shranili v datoteko HTML, a Se bolj
primerno bi bilo kodo uporabiti v interaktivnih okoljih kot je Ma-
rimo.

Vizualizacija podatkov in umetna inteligenca

Ceprav smo se v vseh poglavjih do tega ukvarjali s strojnim u¢enjem
in torej podlagami za umetno inteligenco, o povezavi te z vizuali-
zacijami nismo napisali ni¢esar. Cas je, da v tej smeri zaklju¢imo.
Namre¢, vizualizacija podatkov in umetna inteligenca skupaj odpi-
rata izjemno Sirok prostor novih pristopov in raziskovalnih vprasan;.
Umetna inteligenca lahko pomaga pri samodejnem oblikovanju vi-
zualizacij, izbiri ustreznih prikazov ter prilagajanju predstavitev
razliénim uporabnikom in kontekstom. Vizualizacije vse bolj posta-
jajo del pogovornih vmesnikov, kjer modeli ne odgovarjajo vec le z
besedilom, temvec tudi z dinami¢nimi grafi¢nimi prikazi, ki podpi-
rajo razlago, raziskovanje podatkov in skupno razmisljanje. Umetna
inteligenca bo imela izjemno pomembno vlogo pri razlagi podatkov
in razlozljivih vizualizacijah, torej vizualizacijah, kjer bomo s prijemi
umetne inteligence v vizualizacije vkljucevali vsebine, ki te doda-
tno razloZijo, ali pa sploh poiskali vizualizacije, ki so razloZljive in
odgovorijo na uporabnikovo vprasanje.

Pomembno podrocje postaja tudi oblikovanje zgodb z uporabo
podatkov, kjer se prepletajo analiza, pisna zgodba in vizualna ko-
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munikacija. Ob tem se odpirajo Se Stevilne druge moznosti: interak-
tivna razlaga kompleksnih modelov, generiranje vizualnih analiti¢nih
povzetkov, sodelovanje med ¢lovekom in modelom pri raziskova-

nju podatkov ter razvoj novih nacinov vizualnega razmisljanja, kjer
umetna inteligenca ne nastopa le kot orodje za analizo, temvec kot
sogovornik in soustvarjalec interpretacij.



Generationi modeli in problem predstavitve

V tem poglavju nadaljujemo s sestavljanjem pristopov, ki smo jih
spoznali do sedaj: gradimo modele, pri katerih z gradientnim sesto-
pom iS¢emo parametre na podlagi kriterijske funkcije (verjetja) nad
uénimi podatki, pri ¢emer kriterijsko funkcijo predstavimo z racun-
skim grafom, njene odvode po posameznih parametrih pa izracu-
namo strojno. Tudi tu bomo na izhodu uporabljali linearne modele,

ker pa bodo vhodi kompleksnejsi, jih bomo nelinearno transformirali
z nevronskimi mreZzami. Ker vhodi tokrat ne bodo numeriéni, temvec

tekstovni, bomo pri tem resevali Se problem predstavitve: nevron-
ske mreZe zahtevajo numeri¢ne vhode, zato moramo kompleksnejse
oblike podatkov, kot so besedila, slike, nizi, strukture in podobno,
preslikati v numeri¢ni, navadno vektorski prostor. TakSne numeri¢ne
predstavitve bi lahko zgradili roéno, vendar se v praksi izkaZe, da

je bolje, ¢e je problem predstavitve (angl. representation learning) del
samega ucenja, kjer se predstavitev model nauci sam.

V poglavju bomo z omenjenimi pristopi zgradili znakovne jezi-
kovne modele (character-level language models) za napovedovanje na-
slednjega znaka v zaporedju, torej generativne modele. Kot stranski
produkt pa bomo dobili tudi predstavitve vhodov, ki sicer v naSem
preprostem modelu ne bodo posebej zanimive, vendar je sam posto-
pek njihove izgradnje univerzalen in pomemben.

Cilj postopkov v tem poglavju bo razviti generativni model imen,
ki se ga nau¢imo iz podatkov o imenih, registriranih v Sloveniji v
preteklih letih. Za¢nimo torej s podatki.

Podatki

U¢ni podatki so tokrat imena novorojencev in prebivalcev Slovenije,
zbrana iz razli¢nih virov, ki vklju¢ujejo tudi Statisti¢ni urad Repu-
blike Slovenije. Imena so precej raznolika, njihov vzorec pa podaja
spodnja tabela:

Podatke preberemo in za okus izpiSemo nekaj statistik in podrob-
nosti.

Predstavitveno ucenje je ena osrednjih
tem sodobnega strojnega ucenja in
generativne umetne inteligence. Uspeh
globokih nevronskih mreZ temelji prav
na sposobnosti, da se uporabne pred-
stavitve podatkov naucijo samodejno iz
podatkov.

Vsebina poglavja se moc¢no zgleduje
po izjemnih predavanjih Andreja
Karpathyja in njegove serije Building
makemore. Mo¢no priporo¢amo ogled
vseh njegovih predavanj, ki so prosto
dostopna na YouTube-u!

Podatki so na voljo na
file.biolab.si/datasets/imena.txt.


https://file.biolab.si/datasets/imena.txt
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tisa isabela  saso nikolas
edvin andrej  muste spominka
krenare vidos isabella jusuf
ralf memet  danej daira
rajfa anatoliy peco gamile
francelj milada bohdana  nagjije
ajete majda anemarija  belin
artur januz marioneta margerita

>>> words = open("imena.txt", "r").read().splitlines()

>>> len(words)

9211

>>> min(words, key=len)

"an

max (words, key=len)

"budislavabiljana"

V nasdi u¢ni mnoZici imamo torej skoraj deset tiso¢ imen. Nas
cilj je iz te mnozZice prepoznati vzorce, ki bi jih lahko uporabili pri
generiranju imen.

Bigrami

Najbolj preprosta ideja, s katero bomo zaceli je, da probabilisti¢no
zgradimo model, ki na podlagi znaka v nizu generira naslednji znak.
Model bo probabilisti¢en zato, ker bomo znake generirali na podlagi
napovedanih verjetnosti naslednjega znaka. Model bo preprost, saj
bo zanemaril vsa ostala vedenja o nastajajo¢em nizu ter uposteval
samo zadnje generiran znak. Pricakujemo, da bodo zato generiranja
zaporedja ustrezno slaba, a nam bodo dobro sluZila za primerjavo z
boljsimi modeli.

Nas enostavni model bo temeljil na bigramih, kjer bomo presteli
vse pojavitve sosednih znakov, torej vseh kombinacij ¢rk, upora-
bljenih v uéni mnozici. Pri¢nimo torej s prepoznavanjem abecede
in gradnjo slovarjev, ki ¢rko pretvori v njen indeks in indeks v ¢rko;
slovarja nam bosta prila prav pri gradnji matrike s Stetji pojavitev
bigramov in pri generiranju imen:

import locale

words = open("imena.txt", "r").read().splitlines()
locale.setlocale(locale.LC_COLLATE, 's1_SI.UTF-8")
alphabet = list(set("".join(words))) + ['."]
alphabet.sort(key=locale.strxfrm)

ctoi = {c: i for i, c in enumerate(alphabet)}

itoc = {i: ¢ for c, i in ctoi.items()}

n_chars = len(alphabet)

2000

2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
Dolzina imena

Slika 61: Porazdelitev dolZine
imen.
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Imena v slovenskih bazah podatkov imen uporabljajo poleg zna-
kov iz slovenske abecede tudi druge znake, skupaj njih 31. Pozoren
bralec bo opazil, da smo med znake vkljucili tudi poseben znak (“.”),
s katerim bomo oznacevali zacetek in konec besed.

>>> .join(alphabet)

' .abccéddefghijklmnopqrsStuvwxyzz'’

Vse imamo pripravljeno za gradnjo matrike, ki presteje bigrame.
Ker bomo za predstavitev racunskih grafov uporabili knjiznico
PyTorch je seveda najbolje elemente te knjiznice uporabiti tudi za
predstavitev podatkov:

import torch
N = torch.zeros((n_chars, n_chars), dtype=torch.int32)
for w in words:

s =1["."] + list(w) + ['."]
for cl, c2 in zip(s, s[1:]):
ix1l = ctoifcl]

ix2 = ctoi[c2]
N[ix1l, ix2] +=1

Imenom vsaki¢ dodamo oznacbo za zacetek in konec besede, po-
tem pa se sprehodimo skozi pare sosednjih znakov in na ustreznih
mestih poveceamo Stevec pojavitev N za 1. Dobljeno matriko bi bilo
treba izpisati, a da bo ponazoritev bolj pregledna, jo raje predstavimo
s toplotno karto.

import matplotlib.pyplot as plt
plt.figure(figsize=(12, 12))
plt.imshow(N, cmap='Blues’)
for i in range(n_chars):
for j in range(n_chars):
chstr = itoc[i] + itoc[j]

plt.text(j, i, chstr, ha='center’, va='bottom’, color='black’, fontsize=9)
plt.text(j, i, N[i, j].item(), ha='center’, va="top’', color='black’, fontsize=9)

plt.tight_layout()
plt.axis('off")
plt.savefig(’'bigram.pdf’, bbox_inches='tight")

Rezultat prikazuje slika |62l V vsaki od vrstic je Stevec bigramov,
ki se pri¢nejo z doloceno ¢rko. V tretji vrstici so na primer frekvence
bigramov, ki se pri¢nejo s ¢rko b. Tako je bigramov, kjer ¢rki b sledi
¢rka a 131, bigramov, kjer b-ju sledi e pa 246. V prvi vrstici so bi-
grami, ki sledijo posebni oznaki “.”, torej zacetku besed, kjer vidimo,
da se najve¢ imen v nasi bazi pri¢ne a in m. Prvi kolona v tabeli pa

govori o koncu imen: najve¢ teh se konca s ¢rko a, sledita n in e.
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Slika 62: Frekvenca bigramov v

imenih v Sloveniji.
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Ze samo brskanje po imenih in njihovih res osnovnih vzorcih je
zanimivo, a nasa naloga tu je gradnja generativnega modela, zato
nadaljujmo. Zgradili bi radi probabilisti¢ni model, kjer za vsako ¢rko
v nastajajo¢em imenu “napovemo”, kaksna je verjetnost pojavitve
naslednjega znaka. Model lahko potem uporabimo tako, da uteZeno
generiramo naslednji znak z ozirom na napovedane verjetnosti.

Za nas bigramski model potrebujemo torej tabelo verjetnosti, ki
nam za dani znak izda verjetnosti naslednjega znaka. Te verjetnosti
bomo shranili v matriko P tako, da najprej v njo shranimo vrednosti
in matrike poajvitev bigramov, potem pa vsako od vrstic normalizi-

ramo: Pazljiv programer bi tu vsekakor
preveril, ali so verjetnosti v vrsticah
matrike P res seStejejo v 1.0.

o
]

N.float()
=P / P.sum(dim=1, keepdim=True)

o
|

Generirajmo nekaj imen. Za ponovljivost bomo nastavili seme
torch-evega generatorja naklju¢nih $tevil, vsako besedo priceli z
oznako za zacetek besede (“.”), potem pa z torch.multinomial ute-
Zeno izbrali med kandidati za nadaljevanje besed, skladno s pripada-
jo¢imi verjetnostmi zadnjega znaka v besedu. Generiranje zaklju¢imo,

ko na ta nacin izberemo znak za konec besede (“.”)

g = torch.Generator().manual_seed(42)
for _i in range(8):

out = []
ix = ctoi[’.’] # names start with a start symbol
while True:

ix = torch.multinomial(P[ix], num_samples=1, replacement=True, generator=g).item()
out.append(itoc[ix])
if itoc[ix] == '.":
break
print("".join(out))

Zgornje nam izpise:

a.
hman.

mife.

za.

han.

d.
nidrsanetaseglarardmesha.
gisitanc.

Hm. Ne izgleda ravno obetavno. A ¢e bi nas model, torej matriko
P zamenjali z matriko, kjer bi bile vse verjetnosti v posameznih vr-
sticah enake, Kodo za tako implementacijo matrike P prepus¢amo

181



182 UVOD V ODKRIVANJE ZNANJ IZ PODATKOV

bralcu. bi dobili veliko slabsi rezultat. Na primer:

txhmanpicfgxzha.
¢qzfgnrsdsduyclsegwnéxkdmmszvmdisEtxbe.
p¢lgzddodhdugsnazécuxesjjwdztneésznzassvkbntabrqueoj¢s.
bbérzzy.

paizsélgte.
ghowyqrenxnidggfmdzwépabrtgzmycoiktteoscxscd.
bnhdrhycgwrgujfwnzmeljglvktfgcihé.
ycsgfvevjzhowcgpzzzmdkvéyvsxathcca.

Tu lahko torej zaklju¢imo, da so rezultati generiranja imen z bi-
grami precej zani¢, a vsekakor veliko bolj$i od popolnoma naklju¢nih.
Zelimo si boljsega modela, a bi bilo dobro pred tem dolo¢iti, kako
bomo kvaliteto modela sploh (kvantitativno) merili. Samo na ob¢u-
tek, ali so generirani nizi boljsi ali slabsi, se namre¢ ni za zanesti.

Verjetje

Nas bigramski model za vsak par znakov doloca verjetnost nasle-
dnjega znaka. Za bigram “an” tako model poda verjetnost, da po
znaku “a” sledi “n”. Ce bi bile vse érke enako verjetne, bi bila ver-
jetnost posameznega naslednjega znaka enaka 1/714s. Vsaka ver-
jetnost, ki je ve¢ja od te vrednosti, nam torej pove, da se je model iz
podatkov nekaj naucil.

Radi bi ocenili kvaliteto modela. Eden od nac¢inov je, da pogle-
damo, kaksne verjetnosti model pripisuje bigramom v u¢ni mnoZici.
Dober model bo bigramom, ki se v podatkih pogosto pojavljajo, pri-
pisal visoke verjetnosti. Za celotno mnoZzico bigramov bi lahko te
verjetnosti nato preprosto zmnozili (ob predpostavki neodvisnosti
elementov u¢ne mnoZice). Tako dobimo verjetje (likelihood) podatkov

LZHP:‘
1

kjer je p; verjetnost posameznega bigrama. Ker je produkt velikega

glede na model:

Stevila majhnih verjetnosti numeri¢no neprakti¢en, namesto njega
uporabljamo logaritem verjetja:

logL = Zlog pi
i

Logaritem spremeni produkt v vsoto, hkrati pa ohrani vrstni red
kakovosti modelov: vegje verjetje pomeni boljsi model. Ker pri op-
timizaciji obi¢ajno minimiziramo kriterijsko funkcijo, uvedemo Se
negativno log-verjetje:

L=-) logpi
1
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in ga pogosto normaliziramo s $tevilom primerov:
1
Lavg = - Zlog i
i

Dobimo torej kriterijsko funkcijo, kjer manjsa vrednost pomeni boljsi
model. Verjetje, kot smo ga opisali tu, konceptualno torej ni prav nic
razli¢no od verjetij, ki smo jih Ze uporabili v prejsnjih poglavjih in ki
tudi tokrat povejo, s kaksno verjetnostjo nas model opazi primere iz
ucne mnoZzice.

Spodnja koda implementira izra¢un povpre¢nega negativnega
log-verjetja na vsej u¢ni mnozici:

log_likelihood = 0.0

n=2=0
for w in words[:3]:
s=1["."1+ list(w) + ["."]
for cl, c2 in zip(s, s[1l:]):
ix1l = ctoi[cl]
ix2 = ctoi[c2]

prob = P[ix1, ix2]

logprob = torch.log(prob)

log_likelihood += logprob

n+=1

print(f"{c1}{c2}: {prob:.3f} {logprob:.3f}")
nll = -log_likelihood / n

Kaksno je torej vrednost kriterijske funkcije naSega binomske
modela?

>>> nll.item()

2.4409780502319336

>>> -torch.log(torch.tensor(1l/n_chars)).item()
3.465735912322998

Ne izgleda najbolje, ampak vsekakor bolse kot verjetje naklju¢nega
modela.

Kaj je potem nas cilj?

Zgradili bi radi model s ¢&im manj$o vrednostjo kriterijske funkcije,
oziroma ¢im vedjim verjetjem. Zdaj Ze vemo, da tu ne smemo ravno
napisati, da Zelimo maksimizirati verjetje na u¢ni mnozZici, saj bi tako
dali prednost modelom, ki bi se lahko tej mnozici preve¢ prilagodili.
Tako da bomo, v splosnem seveda, Zeleli graditi modele z velikim
verjetjem na tesni mnozici. A da ne kompliciramo preve¢: cilj zgor-
njega poglavija je bil dolo¢iti kriterijsko fukcijo in to nam je uspelo.
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Verjetje posameznih besed

Nas$ model, v tej fazi zapisan v obliki matrike P, lahko uporabimo
tako, da ocenimo, kaksno je verjetje neke besede oziroma imena.
Namesto verjetja seveda tudi tu dolo¢imo negativni logaritem izgube.
Pripravimo si ustrezno funkcijo, ki to izra¢una in ki je seveda na mo¢
podobna ra¢unanju verjetja, kot smo ga Ze uporabili zgoraj,

def get_nll(word):
log_likelihood = 0
n=20
s=1["."1 + list(word) + ['."]
for cl, c2 in zip(s, s[1l:]):
ix1l = ctoi[cl]
ix2 = ctoi[c2]
prob = P[ix1, ix2]
logprob = torch.log(prob)
log_likelihood += logprob
n+=1
print(f"{cl}{c2}: {prob:.3f} {logprob:.3f}")
return -log_likelihood / n

in izra¢unajmo izgubo za nekaj novih imen:

new_words = ["Spela", "ana", "gewhu"]
for _w in new_words:
print(f"{get nll(_w):.3f} {_w}")

Dobimo:

2.317 spela
1.604 ana
inf gewhu

Ze res, da “qewhu” pri nas ni ravno najbolj znano ime, ampak zakaj
je njegova izguba neskon¢n. Podroben pregled, ki ga tudi tokrat
prepus¢amo braluc, pove, da je problem sosledje ¢rk “wh”, ki ga v
nasi u¢ni mnoZici ni in za katerega verjetnost je potem o. Logaritem
te vrednosti vrne inf in potem pokvari celoten izracun.

Da bi se takim primerom, torej, izracunom, kjer za posamezen bi-
gram ni bilo podatkov v u¢ni mnozici, izognili, frekvence u¢ne mno-
Zice rahlo popravimo oziroma zgladimo njim pripadajoce verjetnosti:

P = (N+1).float() # includes model smoothing

Glajenje tu je bilo minimalno: predpostavili smo, da je poleg vseh
bigramov v u¢ni mnoZici za vsak moZen par prisoten e dodaten
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primer. Zanimivo, da je tovrstno glajenje enakovredno glajenju z
regularizacijo L2, o ¢emer spregovorimo Se nekoliko kasneje. Z zgor-
njim glajenjem nam uspe pridobiti tudi vrednost izgube za tretje, za
na$ prostor nenavadno ime:

2.330 spela
1.608 ana
4.462 gewhu

Bigrami in nevronska mreza: arhitektura

Zgradimo enostavno nevronsko mreZo z enim samim izhodnim
nivojem (in brez skrite plasti) tako, da bo vsaka enota na vhodu
izra¢unala uteZeno vsoto vhodov. Nelinearnih prenosnih funkcij
tokrat ne bomo implementirali. MreZa bo zato zelo preprosta in tu
z njo Zelimo samo postaviti osnovno za kasnejse, bolj kompleksne
implementacije.

Zactnimo s pripravo podatkov:

def words_to_data(words, verbose=False):
# returns a training set
xs, ys =[], [I
for w in words:

s = ["."] + list(w) + ["."]
for cl, c2 in zip(s, s[1l:]):
if verbose:

print(cl, c2)
ix1l = ctoi[cl]
ix2 = ctoi[c2]
xs.append(ix1)
ys.append(ix2)
return torch.tensor(xs), torch.tensor(ys)

Xs, ys = words_to_data(words, verbose=False)

Vektor (tenzor) xs torej vsebuje seznam znakov na vhodu modela,
vektor (tudi tenzor) ys pa odgovarjajoce znake, ki bi jih pricakovali

na izhodu modela. Skupaj ta dva vektorja tvorita naso u¢no mnozico.

Ker smo vse primere imen v u¢ni mnozici besed na ta na¢in nekako
zlili, sta vektorja primerno velika:

>>> xs.shape, ys.shape
63695, 63695

Oba zgrajena vektorja sta mnoZica Stevilk oziroma ustreznih inde-
ksov ¢rk. Na primer,

Tu bi bilo recimo zanimivo preveriti, ali
zna na$ enostavni model lo¢iti med na
primer tipi¢nimi slovenskimi imeni in
na primer imeni nekih bolj severnih ali
pa daljno vzhodnih nacij.

V uvodu tega poglavja smo govorili o
problmu predstavitve podatkov. Tu smo
resitev tega problema mo¢no poeno-
stavili, in sicer vsako ¢rko predstavimo
z njenim indeksom v abecedi. Bolj
primerne resitve seveda sledijo.
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>>> xs[:3], ys[:3]
tensor([ 0, 24, 12]), tensor([24, 12, 22])

Ta nacin predstavitve ratunsko ni najbolj primeren. Nevronske
mreZe namre¢ ne delujejo neposredno na indeksih, ampak na nu-
meri¢nih vektorjih. Zato bomo vsak znak predstavili s t. im. one-hot
kodiranjem, kjer posamezno ¢rko predstavimo z vektorjem nicel in
ene same enice na mestu, ki ustreza indeksu znaka v abecedi:

xenc = F.one_hot(xs, num_classes=n_chars).float()
yenc F.one_hot(ys, num_classes=n_chars).float()

Vsak vhodni primer je sedaj predstavljen z vektorjem dolzine n_-
chars, kjer je aktivna le ena komponenta:

>>> xenc.shape, yenc.shape
torch.Size([63695, 32]1), torch.Size([63695, 32])

Prvi uéni primer tako na primer predstavlja zacetek besede:

>>> xenc[0]
tensor([1., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0., 0.,

Nevronska mreza bo za vsak vhodni znak izrac¢unala uteZeno

vsoto vhodov. Za zacetni primer uporabimo le en sam nevron: V PyTorchu operator @ oznatuje ma-
tricno mnozZenje: vhodni vektor mno-
Zimo z matriko uteZi, rezultat pa pred-
stavlja aktivacijo nevronov. PyTorch

>>> W1 = torch.randn(n_chars, 1)

>>> xenc @ W1 mnoZi tenzorje; pri 2D tenzorjih gre
tensor([[-0.73601, za obitajno mnoZenje matrik, pri vigjih
[ 0.4115], dimenzijah pa za posploSeno matri¢no
[-0.2524], mnoZenje po zadnjih dveh dimenzijah.
[ 0.3244],
[ 0.3244],
[-1.0555]1)

>>> (xenc @ W1).shape
torch.Size([63695, 1])

Izhod zgornjega bi bila torej utezena vsota vhodov, oziroma vektor
uteZenih vsot, za vsak u¢ni primer torej eno realno Stevilo.

Ker Zelimo za vsak znak napovedati verjetnosti vseh naslednjih
znakov, potrebujemo toliko izhodnih nevronov, kolikor je znakov v
abecedi:

>>> W = torch.randn(n_chars, n_chars)
>>> (xenc @ W).shape
torch.Size([63695, 32])
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MnoZenje matrik izvede vse uteZene vsote hkrati za vse u¢ne primere
in vse izhodne nevrone. Rezultat so izhodi modela oziroma logiti
(logits), ki jih bomo interpretirali kot logaritme frekvenc pojavitev in

potem ustrezno preoblikovali: Izratun exp(logits) in naknadna
normalizacija predstavljata funkcijo
softmax. Ta je standardna izbira za

>>> logits = xenc @ W vetrazredno klasifikacijo, saj poljubne
>>> counts = logits.exp() realne vrednosti pretvori v verjetnosti
>>> probs = counts / counts.sum(dim=1, keepdims=True) posameznih razredov.

>>> probs.shape
torch.Size([63695, 321])

Ker torej eksponentna funkcija vraca le pozitivne vrednosti, lahko do-

bljene rezultate interpretiramo kot priblizke frekvenc. Za pretvorbo

v verjetnosti moramo vsako vrstico normalizirati. S tem dobimo za

vsak vhodni znak verjetnostno porazdelitev naslednjega znaka. Vsota

verjetnosti v posamezni vrstici mora biti enaka 1. To bi bilo nujno preveriti, a tu prepu-
Kakovost modela tudi tokrat ocenimo z negativnim logaritmom S¢amo bralcu.

verjetja. Tako kot prej, za vsak uéni primer pogledamo verjetnost

pravilnega naslednjega znaka, izratunamo njen logaritem in nato

povpredje po vseh primerih. Lahko bi uporabili kodo iz zgornjih

razdelkov, a nas je tu zamikalo vse skupaj spisati v eni vrstici:

>>> loss_m = -probs_m[torch.arange(len(ys)), ysl.log().mean()
>>> loss_m
2.446988105773926

Nizja kot je vrednost kriterijske funkcije, bolj$e so napovedi mo-
dela. Ker so vse operacije v modelu odvedljive, bomo lahko v nada-
ljevanju z gradientnim sestopom poiskali takSne uteZi matrike W, ki
minimizirajo izgubo.

Bigrami in nevronska mrezZa: ucenje

Nas enostavni model z nevronsko mreZo sedaj vsebuje parametre,
uteZi matrike W, ki jih moramo nauciti iz podatkov. Ker smo kriterij-
sko funkcijo zapisali z odvedljivimi operacijami, lahko uporabimo
gradientni sestop in uteZi prilagajamo tako, da zmanjsujemo izgubo
modela. UteZi bodo na zacetku ucenja naklju¢ne, potem pa bomo v
uéni zanki zgradili graf funkcije izgube za dane vrednosti utezi W in
u¢ne podatke, izrac¢unali gradiente, in osvezili uteZi. V zanki.

torch.Generator().manual_seed(42)

=
non

torch.randn(n_chars, n_chars, generator=g, requires_grad=True)

for _k in range(100):
# forward pass
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x_enc = F.one_hot(xs, num_classes=n_chars).float()
logits = x_enc @ W # napovej log counts
counts = logits.exp() # pretvori v counts
probs = counts / counts.sum(1l, keepdims=True)
loss = -probs[torch.arange(ys.nelement()), ys].log().mean()
if _k % 10 ==
print(f"Loss {_k:02d}: {loss.item():.4f}")

# backward
W.grad = None # parametri modela nastavljeni na 0
loss.backward()

# update
W.data += -50 * W.grad
print(f"Loss { k:02d}: {loss.item():.4f}")

Zaradi enostavnosti modela smo si lahko privos¢ili visoko stopnjo
ucenja. Ucenje primerno hitro konvergira:

Loss 00: 4.0949
Loss 10: 2.7354
Loss 20: 2.5983
Loss 30: 2.5493
Loss 40: 2.5235
Loss 50: 2.5081
Loss 60: 2.4979
Loss 70: 2.4907
Loss 80: 2.4852
Loss 90: 2.4808
Loss 99: 2.4777

Nauceni model lahko sedaj uporabimo za generiranje novih imen:

g = torch.Generator().manual_seed(42)
for i in range(8):

out = []
ix =0
while True:

xenc = F.one_hot(torch.tensor([ix]), num_classes=n_chars).float()
logits = xenc @ W # napovej log counts
counts = logits.exp()
p = counts / counts.sum(1l, keepdims=True)
ix = torch.multinomial(p, num_samples=1, replacement=True, generator=g).item()
out.append(itoc[ix])
if ix ==
break
print("".join(out))

Dobimo:




GENERATIVNI MODELI IN PROBLEM PREDSTAVITVE 189

a.
hman.

mife.

za.

han.

d.
nidrsanetasegwmijadmesha.
gisitanc.

S.

la.

Rezultati so enaki kot pri prejsnjem bigramskem modelu, ki je
temeljil neposredno na Stetju pojavitev bigramov. To ni presenetljivo:
nevronska mreZa se je naucila iste statisti¢ne strukture podatkov, le
da smo verjetnosti sedaj pridobili z u¢enjem parametrov matrike W in
ne neposredno s Stetjem frekvenc. Model Se vedno temelji le na enem
samem predhodnem znaku, zato ostaja zelo omejen in ne zna zajeti
girSega konteksta v imenih.

Poskusi saM: KATERO IME JE BOL] VERJETNO? PRIMERJAVA BI-
GRAMSKEGA MODELA IN NEVRONSKE MREZE.

Nauéi bigramski model in model z nevronsko mreZo. Sestavi testno mno-
Zico imen, kjer lahko pomesas slovenska in neka tuja imena, nato z obema

nih se modela najbolj razlikujeta in zakaj.

Globoka nevronska mreZa: priprava podatkov

V prejénjih poglavjih smo zgradili preprost bigramski jezikovni mo-
del, kjer smo naslednji znak napovedovali zgolj na podlagi enega
samega predhodnega znaka. Tak pristop je intuitiven in enostaven za
implementacijo, a omejen: ¢e Zelimo pri napovedi znaka upostevati
ve¢ predhodnih znakov, to je, upostevati $irsi kontekst, se velikost
verjetnostne tabele (Stevilo vrstic) povecuje eksponentno. Za kontekst
treh znakov bi tabela imela kar 32% = 1,048,576 celic, to je, veliko
ve¢, kot imamo sploh u¢nih primerov in bi bila ve¢ina celic praznih.
Model bi postal redek, popolnoma bi se prilagodil u¢nim podatkom
in slabo bi napovedoval.

Zato uporabimo drugacen pristop: globoko nevronsko mreZo, ki
lahko zajame ve¢ znakov konteksta brez eksponentne rasti stevila
parametrov. Kljucna ideja je, da znakov ne obravnavamo ve¢ kot
popolnoma nepovezane simbole, temve¢ vsakemu znaku priredimo
vektor v sorazmerno majhnem vloZitvenem prostoru.

Namesto ogromne tabele pogojnih verjetnosti torej uvedemo ar-
hitekturo, ki na svojem vhodu uvede vloZzilno tabelo, ki vsak indeks

modeloma izra¢unaj povpre¢no negativno log-verjetnost posameznega imena.
Imena razvrsti od najbolj do najmanj verjetnih ter primerjaj, pri katerih ime-

Na tem mestu bi bila smiselna primer-
java matrike W oziroma iz nje izvedenih
verjetnosti in matrike verjetnosti, ki je
sledila iz matrike frekvenc bigramov. Bi
znali?

Pri implementaciji se zgledujemo po
modelu, ki so jo predlagali v Bengio
et al. (2003) A Neural Probabilistic
Language Model, JMLR.
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znaka preslika v majhen vektor realnih $tevil. Dimenzija tega pro-
stora je lahko zelo majhna, na primer celo dve, kar omogoca tudi
vizualizacijo naucenih predstavitev znakov. Med ucenjem se ti vek-
torji nato prilagodijo tako, da znaki s podobno vlogo v jeziku dobijo
podobne predstavitve.

Pri znakih je taksna ideja nekoliko manj intuitivna, bistveno bolj
naravna pa postane pri besedah. Izvorno delo Bengia in sod. (2003)
je uporabljalo besede namesto znakov. Model se je tako lahko naucil,
da imajo besede kot sta dog in cat podobno semanti¢no vlogo, saj
se pogosto pojavljajo v podobnih kontekstih. Tudi ¢e model v u¢nih
podatkih nikoli ni videl stavka:

a dog was running in a _

lahko zaradi podobnosti med besedami uspesno napove smiselno
nadaljevanje, Ce je prej videl podobne stavke z besedo cat ali the
dog. VloZitveni prostor torej omogoca generalizacijo med podobnimi
simboli.

Podatke za ucenje pripravimo tako, da iz vsake besede ustvarimo
ve¢ ucnih primerov. Zacetni kontekst zapolnimo s posebnim znakom
., ki predstavlja zacetek oziroma konec besede.

block_size = 3 # context window width
XD, YD = [], T[]
for w in words[:2]:
print(w)
context = [ctoi[’.’]] * block_size # padding
for cinw+ '.":
ix = ctoi[c]
XD.append(context)
YD.append(ix)
print("".join(itoc[i] for i in context), "->", itoc[ix])
context = context[1l:] + [ix]

Za besedi tisa in isabela dobimo naslednjih 13 u¢nih parov ucne
pare:

tisa

v m>
Lto->
Lt o>

Q U ot

tis ->
isa -> .
isabela

. >
1>
.is ->
isa ->
sab ->

™ T Q9 u -
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abe -> 1
bel -> a
ela -> .

Vsak primer vsebuje vhodni kontekst treh znakov in ciljni nasle-
dnji znak. Iz vseh primerov nato zgradimo tenzorja X in Y, ki predsta-
vljata vhodne podatke in pripadajoce oznake:

>>> X = torch.tensor(XD)
>>> Y = torch.tensor (YD)

>>> X

tensor([[ 0, 0, 0],
[ 6, 0, 241,
[ 0, 24, 12],
[24, 12, 22],
[ 8, 15, 1]1)

>>> Y

tensor([24, 12, 22, 1, o, 12, 22, 1, 2, 8, 15, 1, 0])

Vsaka vrstica v X predstavlja kontekst treh znakov, medtem ko
ustrezna vrednost v Y predstavlja znak, ki ga mora model napove-
dati. Tako pripravljen u¢ni nabor nato uporabimo za ucenje nevron-
ske mreze.

Globoka nevronska mreZa: sestava mreZe

Arhitektura modela bo skladna s predlogom iz Bengio in sod. (2003)
sestavljena iz treh plasti:

* Vlozitvena plast: vsak znak preslika iz diskretnega indeksa znaka
v vlozitveni vektor.

e Skrita plast: zdruzene vlozitve konteksta (npr., vlozitve za tri
znake) pretvorimo v predstavitev skritega nivoja (npr. 100 enot) s

polno povezano nevronsko plastjo in nelinearnostjo. Nelinearnosti bomo tokrat uvedli s

funkcijo tanh, ki je po obliki precej

¢ Izhodna plast: model z zadnjo, s skrito plastjo polno povezano podobna sigmoidi, bralec pa lahko
poskusi tudi s kak$nimi drugimi

plastjo, vrne aktivacije, jih pretvori v logite za vse moZne nasle- funkcijami.
dnje znake, ki jih potem pretvorimo v verjetnosti. Verjetnostna

porazdelitev je po tem postopku izratunana kot softmax.

Oglejmo si sedaj implementacijo globoke nevronske mreZe in z
njo pripadajocega racunskega grafa. Za¢nemo z vloZzitveno plastjo,
kjer vsak znak predstavimo z, v nasi implementaciji majhnim, dvo-
Stevilénim vektorjem. Spodnjo implementacijo namenoma, zaradi
poenostavitve, poganjamo nad u¢nimi podatki samo dveh prvih be-
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sed iz nabora imen, ki smo jih zgoraj z oknom Sirine 3 prevedli v 13
uénih primerov.

>>> g = torch.Generator().manual_seed(42)

>>> embedding_dim = 2

>>> C = torch.randn((n_chars, embedding_dim), generator=g)
>>> (C.shape

torch.Size([32, 2])

>>> emb = C[X]

>>> emb.shape

torch.Size([13, 3, 2])

Tabela C je vlozitvena matrika. Ker imamo 32 razli¢nih znakov in
dvodimenzionalne vloZitve, je njena velikost:

Ce IR32><2.

Vsaka vrstica matrike C predstavlja vlozitveni vektor posameznega
znaka.

Ko izvedemo indeksiranje C[X], PyTorch za vsak indeks v X poisce
ustrezno vrstico matrike C. Ker ima vhodni tenzor X obliko (13, 3)
dobimo izhod:

emb. shape = (13,3,2).

To pomeni: 13 uénih primerov, za vsak primer 3 znaki konteksta,
vsak znak v kontekstu predstavljen z vloZitvenim vektorjem dimen-
zije 2.

Vektorske vloZitve so vhod v polno povezano skrito plast nevron-
ske mreze:

>>> hidden_size = 100

>>> W1 = torch.randn((block_size * embedding_dim, hidden_size), generator=g)

>>> bl = torch.randn((hidden_size), generator=g)
>>> W1.shape
torch.Size([6, 100])

>>> h = torch.tanh(emb.view(-1, block size * embedding_dim) @ W1 + bl)

Ker imamo kontekst dolZine 3 in vsaka vlozitev vsebuje 2 kompo-
nenti, moramo vse tri vloZzitve zdruziti v en sam vhodni vektor dol-
Zine 3 x 2 = 6. Ukaz

emb.view(-1, block_size * embedding_dim)

zato tenzor oblike (13,3, 2) preoblikuje v matriko (13, 6), ki je pripra-
vljena za mnoZenje z matriko uteZzi

Matrika uteZi prve plasti ima obliko W; € R®*1%, saj vsak od
Sestih vhodov poveZzemo s 100 skritimi nevroni. Vektor zacetnih
vrednosti ima obliko b; € R'%. Po matritnem mnoZenju:

(13,6) - (6,100) — (13,100)

Operacija view v PyTorchu ne kopira
podatkov, ampak zgolj spremeni pogled
na isto pomnilnigko predstavitev
tenzorja. Zato je zelo u¢inkovita.
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dobimo aktivacije skrite plasti za vseh 13 primerov hkrati. Vektor
zaletnih vrednosti se pri seStevanju samodejno razsiri (angl. broadca-
sting) prek vseh vrstic.

Nelinearnost & = tanh(-) vrednosti omeji na interval med —1 in 1.
Sledi izhodna plast nevronske mreZe:

>>> W2 = torch.randn((hidden_size, n_chars), generator=g)

>>> b2 = torch.randn((n_chars), generator=g)

>>> W2.shape

torch.Size([100, 32])

>>> logits = h @ W2 + b2

>>> logits.shape

torch.Size([13, 32])

>>> counts = logits.exp()

>>> probs = counts / counts.sum(1l, keepdim=True)

>>> probs[torch.arange(len(Y)), Y]

tensor([3.4551e-08, 4.0015e-10, 7.3008e-03, 5.2019e-05, 4.2715e-12, 4.1585e-07,
3.8536e-05, 1.5851e-05, 2.9422e-13, 6.2645e-14, 1.1990e-11, 1.5413e-03,
2.9104e-11])

Matrika uteZi druge, izhodne plasti ima obliko W, € R1%0%32 ker
Zelimo iz 100 skritih aktivacij izra¢unati veretnosti za vseh 32 moznih
naslednjih znakov. MnoZenje:

(13,100) - (100,32) — (13,32)

zato vrne matriko logitov oblike (13,32) Vsaka vrstica te matrike vse-
buje 32 vrednosti, po eno za vsak moZen naslednji znak. Te vrednosti
Se niso verjetnosti, zato jih pretvorimo s softmax normalizacijo,

e

Pi:W-

oziroma v kodi z

counts = logits.exp()
probs = counts / counts.sum(1l, keepdim=True)

kjer najprej izratunamo eksponent logitov, nato pa vsako vrstico
normiramo tako, da seStevek verjetnosti znasa 1.
Ukaz:

probs[torch.arange(len(Y)), Y]

iz vsake vrstice izbere verjetnost pravilnega naslednjega znaka. Ker
mreZa Se ni naucena, so te verjetnosti trenutno zelo majhne. Idealno,
seveda, bi te verjetnosti bile enake 1.0.

Na koncu racunskega grafa dolo¢imo funkcijo izgube kot nega-
tivno logaritemsko verjetnost pravilnih napovedi. Glede na to, da so
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vsi parametri (uteZi) naSe nevrosnke mreZe Se naklju¢ni in nenauceni,
je izguba velika:

>>> loss = -probs[torch.arange(len(Y)), Y].log().mean()
>>> loss
tensor(17.7561)

Fukcija izgube je negativno log-verjetnost pravih razredov: V praksi roéno ra¢unanje softmax
funkcije in negativne log-verjetnosti

r— 1Y 1 skoraj vedno nadomestimo s funkcijo

- N Z 0g P(]/i | xi)’ F.cross_entropy, ki je numeri¢no sta-
i=1 bilnejsa in je njena implementacija v

Pogosto to funkcijo imenujemo tudi kriZzna entropija (angl. cross- knjiznici PyTorch utinkovito implemen-

entropy loss). Cilj ucenja bi torej bil minimizirati to vrednost glede na rrana

parametre:
C, Wy, b, Wy, by.

Za izratun izgube iz logitov bo zato dovolj klic:

>>> loss = F.cross_entropy(logits, Y)
tensor(17.6200)

Ker sta ta funkcija in njen odvod neposredno implementirana v
PyTorchu, bo njena neposredna uporaba tudi zmanjsala velikost
ratunskega grafa in s tem skrajSala ¢as rac¢unanja. Implementacija
cross_entropy pazi tudi na velike vrednosti logitov in jih pred ra-
¢unanjem zmanjsa (odSteje maksimalno vrednost of vseh logitov) ter
tako skrbi tudi za ra¢unsko stabilnost.

Globoka nevronska mreza: ucenje

Sestavimo zdaj skupaj vse zgornje komponente nasega programa
in uveddimo ucenje. Za¢nimo z dolocitvijo parametrov nevronske
mreZze:

embedding_dim = 2 # velikost vlozitvenega prostora
hidden_size = 100 # size of the hidden layer

g = torch.Generator().manual_seed(42)
C = torch.randn((n_chars, embedding_dim), generator=g)

W1l = torch.randn((block_size * embedding_dim, hidden_size), generator=g)
bl = torch.randn((hidden_size), generator=qg)

W2 = torch.randn((hidden_size, n_chars), generator=g)

b2 = torch.randn((n_chars), generator=g)

parameters = [C, W1, bl, W2, b2]

Parametrov je, v primerjavi z modelom, kjer bi prestevali pojavitev
za vse mozne kombinacije (323 krat 32 za prav toliko moZnih znakov
na izhodu mreZe, skupaj torej 32* = 1.048.576), relativno malo:
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>>> n_param = sum(p.numel() for p in parameters)
>>> n_param
3996

Knjiznici PyTorch moramo povedati, da Zelimo za naSe parametre
ra¢unati gradiente. To storimo z:

for _p in parameters:
_p.requires_grad = True

Sledi ucenje. Ni¢, ¢esar Se nismo Ze velikokrat v tej skripta, a po-
novimo vseeno:

for i in range(100):
# forward pass
emb = C[X]
h = torch.tanh(emb.view(emb.shape[0], block_size * embedding_dim) @ W1l + bl)
logits = h @ W2 + b2
loss = F.cross_entropy(logits, Y)
if i % 10 == 0:
print(f"{i:03d} Loss: {loss.item():6.3f}")

# backward pass

for p in parameters:
p.grad = None

loss.backward()

# parameter update
for p in parameters:
p.data += -0.1 * p.grad
print(f"{i:03d} Loss: {loss.item():6.3f}")

Tudi na celotni mnoZici u¢nih podatkov je konvergenca soraz- Pozor: v zgornjih poglavjih smo obrav-
navali samo nekaj zacetnih imen, tu

.. . . . .. zdaj Zelimo obravnavati celotno mno-
mnozico z 63.695 primeri. Zgornja koda namre¢ izpiSe: Sico besed

merno hitra, ¢eprav v vsakem koraku obravnavamo celotno u¢no

000 Loss: 17.454
010 Loss: 11.683

020 Loss: 9.010
030 Loss: 7.371
040 Loss: 6.349
050 Loss: 5.655
990 Loss: 2.470

999 Loss: 2.470
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Paketno ucenje

Pri u¢enju nevronskih mrez obi¢ajno ne izvajamo optimizacije nad
celotnim uénim naborom hkrati, saj je to po¢asno in pomnilnisko
zahtevno. Namesto tega uporabljamo paketno ucenje (mini-batch
training), kjer, kot smo to spoznali Ze v prejsnjih poglavjih, v vsakem
koraku naklju¢no izberemo manj$i podnabor u¢nih primerov.

batch_size = 32

for i in range(10000):
# paket za ucenje
indices = torch.randint(0, len(Y), (batch_size,))
# forward pass
emb = C[X[indices]]
h = torch.tanh(emb.view(-1, block _size * embedding_dim) @ W1 + bl)
logits = h @ W2 + b2
loss = F.cross_entropy(logits, Y[indices])
if i % 10 == 0:
print(f"{i:03d} Loss: {loss.item():6.3f}")

# backward pass

for p in parameters:
p.grad = None

loss.backward()

# update parameters
for p in parameters:
p.data += -0.01 * p.grad
print(f"{i:03d} Loss: {loss.item():6.3f}")

Se izpis kriterijske funkcije po u¢enju:

emb_all = C[X]

h_all = torch.tanh(emb_all.view(-1, block_size * embedding_dim) @ W1 + bl)
logits_all = h_all @ W2 + b2

loss_all = F.cross_entropy(logits_all, Y)

loss_all.item()

Ta ima vrednost 2.4367. Naslednji trik, ki ga lahko uporabimo je,
da zmanjSamo stopnjo ucenja. Uporabimo, na primer,

_lambda = 0.1 if i < 10000 else 0.01
for p in parameters:
p.data += - _lambda * p.grad

S tem smo funkcijo izgube na u¢nih podatkih Se zmanjsali na
2.3552, kar je bolje od bigramov, kjer je bila izguba 2.4470.
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Poskust sAM: VPLIV VELIKOSTI KONTEKSTA NA TOCNOST MODELA.

Nauci modele, ki naslednji znak napovedujejo iz enega, dveh, treh in veé
predhodnih znakov ter primerjaj njihovo to¢nost na u¢nih in testnih podat-
kih.

VlioZitev ¢rk

Ena klju¢nih idej modela je uporaba vlozitvene matrike C, ki vsak
znak preslika iz diskretnega indeksa v vektor realnih Stevil. Namesto
da bi znake obravnavali zgolj kot lo¢ene simbole, jih tako predsta-
vimo kot tocke v zveznem prostoru. V nasem primeru ima matrika:

Ce IR32><2

kar pomeni, da vsakemu od 32 znakov priredimo dvodimenzionalni
vloZitveni vektor. Ker je dimenzija vloZitve enaka 2, lahko naucene
predstavitve tudi vizualiziramo. Priro¢no!

Slika ?? prikazuje naucene vlozZitve ¢rk po ucenju modela. Opa-
zimo lahko, da se ¢rke s podobno vlogo v jeziku pogosto razporedijo
blizu skupaj. S slke razberemo gruc¢o samoglasnikov, ¢rki x in y sta
lo¢eni od drugih, loc¢itveni znak . pa je poponoma na svojem. Nekaj
podobnega smo morda pri¢akovali, a je vizualizacija lep prikaz zmo-
Znosti nevronske mreZe, da se nauti predstavitev sicer nestevislkih
objektov.

Poskust saM: KAKO SO SI PODOBNI PARI CRK?

Naugéi trigramski model, ki iz dveh predhodnih znakov napoveduje nasle-
dnjega, nato za vsak par ¢rk vzemi vektor napovedanih verjetnosti nasle-
dnjega znaka, izra¢unaj razdalje med temi vektorji ter pare z MDS vloZzi v
ravnino. Na karti pois¢i skupine parov s podobnimi nadaljevanji in razlozi
njihovo jezikovno podobnost.

Generiranje imen

Zgradili smo model, izboljsali to¢nost na uéni mnozici, a skoraj poza-
bili preveriti, kako sploh ta deluje. Spodaj je koda.

def generate_name(g):

context = [ctoi["."]] * block_size
output = []
while True:

emb = C[torch.tensor([context])]

h = torch.tanh(emb.view(1l, block_size * embedding_dim) \
@ W1l + bl)

logits = h @ W2 + b2
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probs = F.softmax(logits, dim=1)
ix = torch.multinomial(probs, num_samples=1, \
generator=g).item()

if ix == ctoi["."]:
break

output.append(itoc[ix])
context = context[1l:] + [ix]

return "".join(output)
gen = torch.Generator().manual_seed(0)

generated_names = [generate_name(g) for _ in range(8)]
print("\n".join(generated_names))

Izgleda dejansko malo bolje, a prostora za izboljSanje je o¢itno Se
precej:

baran
melica

cre
gemiatjilk
imojica
heda
ktjabja
nru

Kako napre;j?

Zgornji modeli predstavljajo Sele zacetek sodobnih generativnih mo-
delov. Iz preprostega bigramskega modela smo postopoma prisli do
globoke nevronske mreZe z vloZitvami znakov in $ir§im kontekstom.
A ostaja veliko moZnosti za izboljSave. Povecali bi lahko dimenzijo
vloZitvenega prostora, uporabili daljsi kontekst, dodali ve¢ skritih
plasti ali vegje Stevilo nevronov ter izboljsali optimizacijo z ustre-
znejgo izbiro hitrosti uéenja, velikosti paketov in regularizacijo. Ze
taksne spremembe lahko bistveno izboljsajo kvaliteto generiranih
imen in zmanjSajo vrednost kriterijske funkcije.

Opisani modeli so tudi pomemben zgodovinski korak proti so-
dobnim arhitekturam globokega ucenja za delo z zaporedji. Kasnejsi
modeli so namre¢ namesto preprostih ve¢plastnih mrez uvedli kon-
volucijske pristope (npr. WaveNet), rekurentne mreze in danes pre-
vladujoce transformerje, ki temeljijo na mehanizmu pozornosti. Ti
modeli omogocajo uporabo bistveno daljSega konteksta, uc¢enje na
ogromnih koli¢inah podatkov in gradnjo predstavitev, ki zajamejo
kompleksne semanticne in sintakti¢ne odnose med elementi jezika.
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Prav ideje, predstavljene v tem poglavju — verjetje, vloZitve, gra-
dientno ucenje in generiranje zaporedij — pa predstavljajo osnovo
sodobnih velikih jezikovnih modelov.
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